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Resumo da Tese Apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos 
requisitos necessários para a obtenção do grau de Mes-
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ANÁLISE DINÂMICA NÃO-LINEAR DA INTERAÇÃO 
SOLO-ESTRUTURA EM PLATAFORMAS MARÍTIMAS 
Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho 
Janeiro de 1984 
Orientador: Luiz Landau 
Programa: Engenharia Civil 
O presente trabalho trata da análise di-
námica não-linear da interação solo-estrutura em plat~ 
forma maritimas, tanto durante sua instalação quanto 
em condições de operação. 
Desta forma desenvoi:vea.c.se um-T!ldi:]elo numéri-
co para a representação das propriedades plásticas e 
reolõgicas fundamentais do solo, e que possibilita ain 
da, o emprego de relações constitutivas completas. Es-
tudam-se,portanto, diversas aplicações a problemas da 
dinâmica estrutural e propagação de ondas, que foram 
solucionadas através de uma formulação implicita incre 
mental iterativa das equações não-lineares de movimen-
to. 
Finalmente, apresentam-se algumas conclu-
soes quanto ao desempenho dos procedimentos desenvolv! 
dos e efetuam-se considerações sobre desenvolvimentos 
futuros nesta área. 
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partia! 
fullfilment of the requirements for the degree of Master 
of Science (M.Sc.) 
DYNAMIC NONLINEAR ANALYSIS OF SOIL-STRUCTURE 
INTERACTION ON OFFSHORE PLATFORMS 
Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho 
January 1984 
Chairman: Luiz Landau 
Department: Civil Engineering 
This work deals with the dynamic nonlinear 
analysis of soil-structure interaction in offshore platforms, 
during its installation and operation. 
Hence, it was developed a numerical model to 
allow the representation of the soil fundamental plastic and 
rheological properties. This model also enhances the 
utilization of complete constitutive relations for soil. 
Severa! applications in structural dynamics and wave 
propagation problems were studied. They were solved by an 
implicit incremental-iterative formulation for the nonlinear 
movement equations. 
Finally, some conclusions regarding the 
performance of the developed: numerical procedures ·.are 
presented, and some considerations on further developments 
in this field are mentioned. 
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C A P Í T U L O I 
INTRODUÇÃO 
Os investimentos para a exploração das reser 
vas de hidrocarbonetos no mundo tem aumentado, a taxas crescen-
tes, especialmente apos a chamada primeira crise mundial do p~ 
tróleo, em 1973. 
A intensificação dos esforços de exploração 
e produção foram determinados principalmente pelo crescimento 
da demanda, pela necessidade de reservas compatíveis com os cre 
centes níveis de produção e pela estrutura de preços do mercado 
internacional. 
O Brasil, seguindo a mesma tendência mundial, 
tem aumentado acentuadamente suas reservas e a produção de hidro 
carbonetos nos últimos anos, como resultado principal de um es-
forço de exploração em sua plataforma continental. Devido a is-
to, a produção brasileira responde hoje em dia a aproximadamente 
50% da demanda nacional, com perspectivas de chegar rapidamente 
aos 60%, sendo que os campos situados na plataforma continental 
são responsáveis pela maior parte da produção. 
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Assim, existem diversas regiões na platafor-
ma continental brasileira onde se encontram os campos de produ-
çao, a saber, no Ceará, Rio Grande do Norte, Sergipe, Bahia, E~ 
pírito Santo e no Rio de Janeiro. Mais precisamente, no Rio de 
Janeiro, a região de Campos, com onze sistemas de produção, res 
ponde com 72% de toda a produção da plataforma continental. 
Desta forma, atualmente operam nas ativida-
des de exploração, produção e pesquisa de novos campos, diversos 
tipos de equipamentos, tais como, plataformas fixas, metálicas 
e de concreto, auto-elevatórias, semi-submersíveis, navios de 
perfuração, etc ... 
De todos estes tipos de equipamentos, o de 
mais larga utilização nas atividades de produção é a plataforma 
fixa metálica suportada por estacas. 
Este tipo de plataforma geralmente se compoe 
de um convés, com um ou mais níveis, posicionado sobre a jaqu~ 
ta metálica, que é uma estrutura aporticada, composta de membros 
tubulares. A plataforma é fixada ao solo marinho por meio de es 
tacas tubulares metálicas, que usualmente empregam a própria pe~ 
na da plataforma como guia para sua instalação. O processo mais 
comum para a instalação dessas estacas é por meio da cravação, e 
estas, devido as altas cargas que tem que suportar, atingem nor-
malmente penetrações no solo marinho na faixa dos 70 a 120 me-
tros. 
Além disso, as solicitações aplicadas nestas 
estruturas incluem cargas devido ao peso próprio, flutuação, co~ 
rentes marítimas, ondas, ventos, equipamentos diversos, etc ... 
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Muitas dessas solicitações, principalmente as ambientais, tem 
uma natureza essencialmente dinâmica. Devido a isto, as normas 
de cálculo e projeto preconizam que uma análise dinâmica é es-
sencial para estruturas com período fundamental superior a 2.5 
segundos. 
Outro fator determinante na análise destas 
estruturas é o solo, cuja caracterização adequada é extremamente 
difícil, já que este exibe um comportamento altamente não-linear. 
Portanto, a consideração do comportamento nao 
-linear do solo exerce uma influência considerável em análises 
dinâmicas neste tipo de estrutura, conduzindo a diversos probl~ 
mas de interação solo-estrutura no projeto e cálculo destas pla-
taformas. Tais problemas ocorrem tanto em sua instalação, atra-
vés da cravação de suas estacas, quanto em sua fase de operação, 
principalmente por meio de sua resposta dinâmica as solicitações 
ambientais, correntes, ondas, ventos, etc ... 
A simulação numérica dos problemas dinâmicos 
de interação solo-estrutura neste tipo de plataforma, empregan-
do-se o Método dos Elementos Finitos, é efetuada, geralmente, 
considerando-se a estrutura elástica linear, e o solo represent~ 
do por escalares aplicados aos pontos nodais de suas estacas ao 
longo de seu comprimento enterrado. 
Porém, as condições de instalação e operaçao 
conduzem a problemas dinâmicos de natureza completamente distin-
ta. Durante a instalação, a interação solo-estrutura deve-se à 
cravação das estacas, que e seguramente um problema de impacto, 
no qual os golpes do bate-estacas induzem ondas que se propagam 
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ao longo da estaca e interagem com o solo adjacente, dando ori-
gem a um problema de propagação de ondas. Este tipo de aplica-
çao se caracteriza pelo fato que todos os modos de vibração do 
modelo discreto contribuem decisivamente na resposta dinâmica 
do sistema estrutural. 
Por outro lado, as condições durante a oper~ 
çao, onde a estrutura está sujeita principalmente à solicitações 
ambientais, conduzem a problemas dinâmicos de natureza diversa, 
já que as freqüências contidas nestes carregamentos excitam so-
mente parte dos modos de vibração do sistema estrutural, carac-
terizando um problema da dinâmica estrutural. 
Assim, o presente trabalho tem o propósito de 
desenvolver um modelo numérico capaz de simular adequadamente as 
propriedades plásticas e viscosas dos escalares que representam 
o solo nos diversos problemas de interação solo-estrutura descri 
to anteriormente. Tal modelo procura permitir a utilização der~ 
lações constitutivas completas para o solo, a formação de laços 
de histerese, e a simulação dos efeitos viscosos do solo. 
Desta forma, o capítulo seguinte apresenta a 
formulação incremental-iterativa das equações não-lineares de mo 
vimento, utilizada na obtenção da solução dos diversos problemas 
dinâmicos estudados. O Capítulo III se ocupa do desenvolvimento 
do modelo numérico para a representação do solo. Em seguida, a-
presentam-se diversas aplicações dos procedimentos desenvolvidos, 
na solução de problemas de interação solo-estrutura que ocorrem 
em plataformas marítimas. 
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Finalmente, o Último capítulo apresenta al-
guns comentários quanto ao desempenho, adequação e aplicabilid~ 
de dos modelos numéricos desenvolvidos, além de conter conside-
raçoes sobre outros problemas desta natureza que podem ser estu 
dados tendo como ponto de partida as formulações apresentadas. 
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CAP f TU LO II 
FORMULAÇÃO DAS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 
PELO Mf:TODO DOS ELEMENTOS FHUTOS 
l - FORMULl'.ÇÃO INCREMENTAL - ITERATIVA DAS EQUAÇÕES DE MOVIEE,'lTO 
As soluções dos problemas dinâr.'.icos no prese!!_ 
te trabalho forara obtidas através do Método dos Eleraentos Fini-, 
tos. 
Neste método, as equaçoes de equilíbrio dinâ-
nico, derivadas por neio da mecânica do contínuo, DYM\ MALVERN
2
, 
são discretizadas por elenentos finitos, assumindo-se funções de 
interpolação adequadas para os deslocamentos nodais, ZIENKIEWICZ3, 
FERRANTE 4 , BATHES, SMI'.i'H
6
, LAJ:lDAU 7 , OWEN8-. 
Desta forma, as variáveis cinemáticas que fo~ 
necem a solução ao longo do tempo serão os deslocamentos u, obti 
dos a partir da expressao, 
( II -1) 
- t Nesta equaçao, U representa o vetor de deslo 
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d - . t carnentos e um ponto generico pertencente a um elemento, u o ve 
tor de deslocamentos nodais, ambos considerados em um instante t 
qualquer, e~ é a matriz de interpolação, que relaciona os deslQ 
camentos nodais aos deslocamentos no elemento. A forma da matriz 
N depende do tipo de eler,1ento utilizado. 
Portanto, a partir da expressao (II-1), das 
equaçoes de equilíbrio genéricas e da aplicação do Princípio dos 
Trabalhos Virtuais e do Princípio de Hamilton, EBECKEN9 ' 1º, BA-
5 11 16 12 13 - . - . 
THE ' ' , STRICKLIN , WILSON , sao obtidas as equaçoes dife-
renciais de movimento, as quais traduzem o equilíbrio dinâmico 
de sistemas estruturais lineares ou não-lineares, discretizados 
pelo Método dos Elementos Finitos, nodelo de deslocamentos. 
De uma maneira geral, considerando-se apenas 
a não-linearidade física e usando um esquema implícito de inte-
graçao no ter.,po, as equações de movimento podem ser escritas co-
mo: 
M. t+ll t u - e t+llt . u (II-2) 
onde, 
t+llt t+llt• t+llt.. d 1· l 'd d 1 -u, u, u - es ocamentos, ve oci a es e ace eraçoes 
nodais no ter,1po t+ll t. 
- vetor de forças nodais equivalentes ao es-
tado atual de deformação. 
- vetor de forças nodais equivalentes ao car 
regamento externo no tempo t+llt. 
- matriz de massa do sistema estrutural. 
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e - matriz de amortecimento do sister.ia estrutu 
ral. 
Neste sistema de equaçoes, Fé um vetor de 
forças elásticas ou elasto-plásticas, dependente do vetor de in 
cógnitas nodais uno instante t+6t. 
Considerando-se, no entanto, que Fé diferen-
ciável em torno da configuração de equilíbrio no instante t, po-
de-se escrever que, 
8F 
au 




onde 6u é o vetor de deslocamentos incrementais entre os instan 
teste t+6t, isto é, 
6u = t+6t u - t u (II-4) 
Além disso, introduzindo-se o conceito de ma 




a expressao (III-3) pode ser reescrita da forma, 
onde os te.rmos de ordem superior foram negligenciados. 
(II-5) 
(II-6) 
Portanto, substituindo-se a expressao (II-6) 
no sistema de equações (II-2) e reordenando-se, obtem-se final-
mente as equações incrementais de equilíbrio dinâmico conside-
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rando-se a não-linearidade física: 
( II-7) 
A equaçao (II-7) deve ser resolvida recursiva 
mente para todos os intervalos de tempo, exigindo avaliações su-
cessivas da matriz ~(t~), na qual utilizam-se os deslocamentos 
obtidos do último intervalo de tempo. 
Porém, lembrando que a equaçao (II-7) é somen 
te uma aproximação da equação real, já que foi obtida a partir 
de uma linearização do sistema em torno da configuração de equi-
líbrio no tempo t, e, dependendo das não-linearidades envolvidas, 
da magnitude do intervalo de tempo e dos incrementas de carga, e~ 
ta linearização pode introduzir erros significativos na determi-
nação da resposta dinâmica de sistemas não-lineares. 
Além disso, a solução passo a passo de proble 
mas não-lineares pode se tornar instável numericaraente, mesmo u-
sando-se operadores implícitos incondicionalmente estáveis em a-
nálises lineares, LEAL TOLEDo14 , BATHE 5 . 
Assim, os procedimentos usuais para solucio-
nar problemas dinâmicos não-lineares descritos por um conjunto 
de equações recursivas como a expressão (II-7) procuram reestabe 
lecer o equilíbrio dinâmico em cada intervalo de tempo através 
. . 5 11 15 16 7 9 10 de um esquema iterativo, BATHE' ' ' , LANDAU, EBECKEN' , 
sendo portanto, conhecido como formulação incremental-iterativa. 
O estabelecimento das equaçoes não-lineares 
de movimento através de procedimentos incremental-iterativos P2 
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derá ser realizado a partir da definição, 
sendo, 
llu {k) = t+lltu {k) t+llt {k-1) u 
k = 1, 2, 3, ... j 
k - numero da iteração 
j - numero máximo de iterações 
e das condições de contorno, 
t+llt {o) 





Então, a partir das expressoes {II-8) à {II-
--11), pode-se reescrever as equaçoes de movimento {II-7) na sua 
forma incremental-iterativa, 
M t+llt .. {k) C t+llt• {k) K{t+llt {k-1)) , (k) • U + • U + U •LlU 
= 
t+llt = R 
(II-12) 
k = 1, 2, 3, ... j 
A formulação expressa através das equaçoes 
(II-12), possibilita algumas alternativas para a obtenção dares 
posta dinâmica, BATHES,ll,lS,l6 , EBECKEN9 ,lO. 
No presente trabalho, foram implementadas: 
a) - Verificação completa do equilíbrio dinâmico por meio de a-
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tualizações sucessivas dos efeitos não-lineares em cada ite 
ração, conhécido como algoritmo de Newton-Raphson. 
b) - Verificação do equilíbrio mantendo-se a natriz de rigidez 
constante era cada intervalo de integração. A atualização 
dos efeitos não-lineares é realizada somente no início de 
cada novo intervalo de tempo (primeira iteração), conhecido 
como algoritmo de Hewton-Raphson Modificado. 
Em qualquer dos dois procedinentos, a formul~ 
çao incremental iterativa utiliza a matriz de rigidez atualizada 
raai s recentemente para calcular os vetores de deslocanentos, ve-
locidades e acelerações nodais, assin como atualiza sucessivamen 
te o vetor de forças internas (F). 
Desta forna, o incremento de deslocar.ientos ns:: 
dais é corrigido no processo iterativo até que satisfaça o crité 
rio de convergência dado por: 
li (k) (k-1) l' U - li 1 
< tolerância (II-13) 
11 u(k) 11 
Na expressao (II-13), o símbolo li li repre-
senta a norma euclidiana. 
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2 - INTEGRAÇÃO HUMÉRICA NO TEMPO DAS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 
A expressao (II-12) representa as equaçoes de 
equilíbrio incrementais a serem resolvidas a cada intervalo de 
- - - 5 11 tempo, atraves de um esquema numerico de integraçao, BATHE ' ' 
15,16 EBECKEN9,10. 
Neste trabalho, utiliza-se o operador implíc.!:_ 
to de Newmark, que emprega as seguintes aproximações: 
t+Llt t 
LI t \1 ( LI t) 
2 
tü a.(Llt) 2 (t+Lltü tü) u = u + + + (II-14) 
2 
t+LI t • t• Llt tü liLlt(t+Lltü tü) u = u + + (II-15) 
onde, a estabilidade incondicional da.solução numérica para ana 
lises dinãmicas lineares é conseguida tomando-se, 
li > 1, ':l (II-16) 
e 
(II-1 7) 
Portanto, por meio das equaçoes (II-12), (II-
-14) e (II-15), pode-se obter os deslocamentos, velocidades e a-
celerações no instante t+Llt por simples eliminação. 
A seguir, apresenta-se de forma resumida o al 
goritmo completo de solução passo a passo das equações não-linea 
res de movimento em sua forma incremental-iterativa. 
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A - Cálculos Iniciais 
1. Formação das matrizes globais ~' matriz de rigidez, r-1, 
matriz de massa, e e, matriz de amortecimento. 
A matriz de rigidez~ contém a contribuição 
dos eler,1entos finitos e de escalares mola ( lineares ou não-linea 
res) . 
A matriz de massa M contém a contribuição dos 
elementos finitos na forma discreta (diagonal) e de massas con-
centradas. 
A matriz de amortecimento C contém a contribui 
-çao dos elementos finitos na forma de al.lortecimento de Rayleigh, 
5 BATHE, porém considerando-se somente a contribuição da massa, 
ou seja, ~ = y~, onde y é a constante de amortecimento proporei~ 
na! gue é determinada pela expressão, 
sendo, 
y = 2 wi; 
w - frequência natural do prir,1eiro modo de vibração 
i; - percentagem do amortecimento crítico relativo ao 
primeiro r.1odo de vibração 
A matriz C inclui ainda a contribuição de es··· 
calares amortecedor. 
As contribuições dos elementos escalares (mo-
las, massas concentradas e amortecedores) são adicionadas direta 
mente às respectivas matrizes K, Me C nesta fase. 
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2. Cálculo das constantes: 
TOL < 0.01 tolerância do processo iterativo 
NITEM > 3 número máximo de iterações -
8 = 0.50 a = O. 25 
ªo = l/(allt)
2 
ª1 = o(allt) 
ª3 = l/(2a)-1 ª4 = 6 /a -
ª6 = ªo ª7 = -a 2 
ª9 = llt(l-6) ª10 ollt 
3 I .. 1· - de o o· o .. • n1c1a 1zaçao ~-'~~-'~~ 
ª2 = 1/ ( allt) 
1 ª5 = {lt(o/a-2) /2 
ªs = -a 3 
Se existirer.1 velocidades iniciais prescritas, 
deve-se calcular 0 ü de forma a atender o equilíbrio dinânico em 
t = O conforme mostrado no Apêndice I. 
4. Formação da r.iatriz de rigidez efetiva: 
tA 
5. Triangularização de K 
B - Para Cada Intervalo de Tempo 
(i) Se for requerido, atualização e triangularização de t~ 
para levar em consideração os efeitos não-lineares no i 
nício de um novo intervalo de tempo. 
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(ii) Formação do vetor de cargas efetivo. 
t+llt- t+lltR ( t• t .. ) ( t• t .. ) _ tF 
R = + ~ ª2 ~ + ª3 ~ + ~ ª4 ~ + ªs ~ 
O vetor t+lltR que,representa o carregamento 
externo a cada intervalo de tempo,é obtido conforme descrito no 
Apêndice I. 
(iii) Solução do sistema de equaçoes para os deslocamentos in 
crementais usando os Últimos fatores D e L. 
T 
L•D•L 
(iv) Se for requerido, dê início ao processo iterativo deve 
rificação do equilíbrio dinâmico. 
(o) 
u = u k = O , então: 
a) k = k + 1 
b) se for requerido, atualização e triangularização de 
t-
K para levar ern consideração os efeitos não-lineares. 
c) cálculo da (k-1)-ésima aproximação de acelerações, ve 
locidades e deslocamentos: 
t+llt .. (k-1) 
u = a , o 
(k-1) u 
t+llt• (k-1) 
u = a , 1 
u(k-1) 
t+llt (k-1) 
u = u(k-1) + t u 
- a , 
2 
- a , 
4 
t• 





d) cálculo do (k-1)-ésino vetor de desequilíbrio: 
t+lltR(k-1) 
M t+llt .. (k-1) - • u e t+[lt• (k-1) . u 
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e) solução para a k-ésima correçao dos deslocamentos in 
crementais usando os Últimos fatores D e L: 
T L•D•L i\u CkJ = t+i\tR<k-1J 
f) cálculo dos novos deslocamentos incrementais: 
u(k) = u(k-1) + u (k) 
g) haverá convergência se: 
11 
(k) - (k-1) 11 u . u 
< TOL -
11 u(k) li -
Caso haja convergência no processo iterativo, 
u = u(k) e o algoritmo segue para o passo C.. 
Caso contrário, se k for menor do que NITEM, 
continua-se o processo iterativo retornando-se ao passo a. 
Se nao for atingida a convergência apos !UTEM 
iterações, deve-se reiniciar todo o processo usando-se um inter-
valo de tempo menor e/ou uma nova estratégia de atualização da 
rigidez. 
C - Cálculo de Novas Acelerações, Velocidades e Deslocamentos 
t+i\ t .. 
+ t t .. u = ª6 u ª7 . u + ªa . u 
t+i\t• t• t .. t+i\t .. u = u + ª9 . u + ª10 . u 
t+i\t t 
u = u + u 
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C À P f TU LO III 
ELEMENTOS ESCALARES PARA REPRESENTAÇÃO 
DA INTERAÇÃO ENTRE MEIOS 
1 - INTRODUÇÃO 
No presente trabalho, a interação dinâmica en 
tre meios e representada por elementos escalares, isto é, molas 
e amortecedores aplicados aos pontos nodais do modelo discreto 
de uma estrutura, considerada elástica linear. 
Assim, a estrutura quando submetida a carre-
gamentos dinâmicos interage com o meio adjacente, que é geralme~ 
te não-linear, resultando em um problema dinâmico de não-lineari 
dade física. 
Desta forma, procurou-se estabelecer um mode 
lo numérico que representasse as propriedades fundamentais do 
meio não-linear, isto é, possibilitasse o emprego de relações 
constitutivas completas, simulasse a formação de laços de histe 
rese e levasse em conta o caráter dependente do tempo das defor 
maçoes. 
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(i) O comportamento de cada elemento escalar é baseado so-
mente na força atuante neste elemento. 
(ii) Os parâmetros do material representado pelo escalar sao 
constantes; 
(iii) O material é isotrópico no seu estado inicial, entret~ 
to a anisotropia pode ser induzida por deformações plá~ 
ticas; 
(iv) A influência da temperatura nao é levada em considera-
çao. 
Sendo assim, a mola representa o comportame~ 
to dependente da história do carregamento, ou seja, as proprie-
dades plásticas do meio, enquanto que o amortecedor representa 
suas propriedades viscosas. 
Para simular as propriedades plásticas das 
molas, cujas relações constitutivas são em geral muito complexas, 
como por exemplo as curvas PY e TZ da norma API
27
, desenvolveu-
-se um modelo numérico baseado no conceito de "overlay", 
19 20 21 ZIENKIEWICZ , OWEN ' e semelhante ao modelo de molas em pa-
ralelo proposto por MATLOCK22 • 23 , 25 , 2 6. 
Neste modelo, assume-se que a relação const~ 
tutiva da mola é uma função qualquer, dada por pares de pontos 
força-deslocamento, onde seu comportamento plástico é represen-
tado através da consideração de diversas subcamadas que sofrem 
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a mesma deformação e cujas propriedades (rigidez, força de pla~ 
tificação, endurecimento, etc) são determinadas a partir da re-
lação constitutiva original. O campo de tensões total é obtido 
pela soma das contribuições de cada subcamada, obtendo-se desta 
forma, a representação do comportamento plástico real da rela-
ção constitutiva inicial. 
Deve-se salientar que existem outros tipos de 
modelos, de características distintas, e que pretendem também si 
mular tal comportamento. Dentre eles podem-se citar os modelos 




Em muitos problemas de interação entre meios, 
- 33 ~ notadamente os de cravaçao de estacas, SMITH , alem do amorte-
cimento devido à dissipação de energia mecânica proveniente da 
formação de laços de histerese, é necessário levar-se em conside 
raçao um amortecimento adicional.· 
Tradicionalmente, este amortecimento é do t! 
po viscoso, isto é, dependente da velocidade. Porém, recenteme~ 
te, outros tipos de modelos tem sido propostos, GOBLE 34 , LIT-
KOUHI35. 
Assim sendo, incorporou-se ao presente mode-
lo, além do amortecedor viscoso do tipo newtoniano, estas outras 
formul.ações usualmente empregadas em problemas de cravação de es 
tacas. 
20 
2 - DETERMINAÇÃO DA FORÇA E DA RIGIDEZ DE UMA MOLA ELASTO-PLÁS-
TICA 
Nesta seçao, procura-se apresentar a técnica 
de determinação da força e da rigidez em uma mola elasto-plást! 
ca perfeita ao longo dos intervalos de tempo, através da adapt~ 
ção dos algoritmos de plasticidade desenvolvidos para o contí-
8 17 18 nuo, OWEN, NAYAK , LANDAU . 
De maneira geral, o comportamento elasto-plá~ 
tico é caracterizado por um estado inicial elástico, no qual s~ 
perpõem-se as deformações plásticas, após atingir-se um certo ní 
vel de tensões. 
O desenvolvimento das deformações plásticas 
(ou escoamento) é governado por um critério de escoamento, e o 
comportamento posterior caracteriza-se por apresentar uma rigi-
dez extremamente reduzida. 
No caso de molas elasto-plásticas perfeitas, 
e mais conveniente a descrição de seu comportamento através de 
forças e deslocamentos. 
Desta maHeira, a mola inicialmente deforma-se 
linearmente com uma rigidez K, até o nível de carga atingir ova 
lor F' e a mola alcançar seu máximo deslocamento elástico, ô, 
y 
conforme mostrado na figura III-1, trecho OA. 
A partir daí, à medida que aumenta o nível do 
carregamento, a mola não exibe mais nenhum acréscimo de carga, 
anula-se sua rigidez subitamente e tem início os deslocamentos 
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plásticos, trecho AB da figura III-1. 
Fy 
Cargo 
A G B H 
or----,~--+---------
D esloco mento 
FIGURA III.l - Mola elasto-plástica perfeita. 
Quando o carregamento diminui, inicia-se o 
descarregamento, que é novamente elástico linear, trecho BC da 
figura III. l. 
Repetindo-se continuamente este processo de 
carga-descarga ao longo dos intervalos de tempo, a mola aprese~ 
ta uma dissipação de energia mecânica caracterizada pela forma-
ção de laços de histerese, trecho OABCDEFGH. 
Assim, para uma mola associada à dois graus 
de liberdade de uma estrutura, sua matriz de rigidez, para um 
instante t qualquer, pode assumir as seguintes formas: 





= kl 1 -ep l::1 ~ 
(III. l) 
onde k e 'ª rigidez do trecho linear. 
(ii) Após a plastificação 
~ = o -ep (III.2) 
Lembrando que, segundo o algoritmo de solu-
çao passo a passo das equações não-lineares de movimento, apre-
sentado no capítulo anterior, o vetor de forças internas O[) e 
a matriz de rigidez do sistema estrutural (K) devem ser avalia-
dos a cada instante ou a cada iteração. 
Portanto, a avaliação da contribuição das mo 
las na matriz de rigidez do sistema estrutural deve levar em con 
sid'eração a natureza essencialmente incremental da plasticidade. 
Devido a isto, torna-se necessário, para um intervalo de tempo 
(iteração) qualquer, o acúmulo das forças e deslocamentos nas mo 
las, valores estes que são obtidos dos valores determinados no 
instante (iteração) anterior. Esta situação se reveste, entreta~ 
to, de uma importância particular, já que as molas podem plasti-
ficar durante este intervalo de tempo (iteração). 
Desta forma, o processo geral adotado é de d~ 
terminar-se a carga e a rigidez em cada mola de maneira que seja 
satisfeito o critério de escoamento dado por, 
T 
F - Fy = O (III.3) 
T 
onde F e a força na mola num instante (iteração),,, qualquer. 
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Considerando-se, então, a situação existen-
te para o ,-ésimo instante de tempo (iteração), emprega-se o se 
guinte algoritmo para a determinação da força e da rigidez na 
mola. 
(a) O vetor de cargas efetivo (~), no instante (iteração) T, 
contem a contribuição do vetor de forças equivalentes no 
dais, calculado no instante (iteração) anterior. Este car 
regamente aplicado dá origem a deslocamentos incrementais, 
T 
L',u. Por simplicidade, considerando apenas uma mola, tem-
T 
-se tu. 
(b) Calcula-se o incremento de carga assumindo-se o comport~ 
menta elástico linear: 
(III.4) 
onde o subíndice e representa elástico linear. 
Obviamente, este cálculo irá introduzir erros se a mola 
já estiver no regime plástico. Entretanto, ao longo do 
desenvolvimento do algoritmo estes erros serão corrigi-
dos. 
(c) Acumula-se a carga total para cada mola, como: 
F T = F T-1 + L',F T 
e e 
(III.5) 
Notando-se que a força F u.-l foi determinada de maneira a 
satisfazer o critério de escoamento durante o instante 
(iteração) 
te a L'.F T. 
e 
T-1, o erro na força F Testá limitado somen-
e 
(d) Este passo depende se a mola plastificou ou nao no ins-
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tante (iteração) anterior. Isto pode ser verificado atr~ 
vés da comparação da força no instante (iteração) anter~ 
ore da força de plastificação, isto é, deve-se verifi-
car o critério de escoamento. Assim, se, 
i) F:r-l - F > O 
y (III.6) 
Implica que a mola já havia plastificado no instante (it~ 
ração) anterior. Então, deve-se verificar se, 
:r 1-1 F > F 
e (III. 7) 
Caso a resposta tenha sido negativa, isto significa que 
a mola está descarregando e deve-se tomar sua rigidez CQ 
mo sendo a rigidez do trecho linear, não sendo necessá-
rio mais nenhum cálculo. O algoritmo deve seguir agora p~ 
ra o passo tg). 
Caso a resposta tenha sido afirmativa, a mola atingiu o 
escoamento no instante (iteração) anterior e a carga está 




- F. , deve ser reduzido à carga de escoamento. Então, 
definindo-se R como o fator que representa a porção da 
carga a ser modificada de forma que o critério de escoa-
mento seja satisfeito, tem-se, no caso, R = 1. O algori! 
mo segue agora para o passo (e). 
ii) F:r-l - F < O 
y (III.8) 
Implica que o elemento ainda nao havia plastificado. En-
tão, deve-se verificar se, 
(III.9) 
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Caso a resposta seja negat:uvà, .isto significa que a mola 
ainda permanece no regime elástico, não sendo necessário 
mais nenhum cálculo, e o algoritmo segue para o passo 
( g) • 
Caso a resposta seja afirmativa, a mola plastificou dura~ 
te a aplicação da carga neste instante (iteração). Porta~ 
to, a parcela de carga em excesso deve ser reduzida ao va 
lar da carga de plastificação. O fator de redução R, no 
caso, tem o valor, 
R = 
F T - F 
e y 
F T - FT-1 
e 
e o algoritmo segue para o passo (e). 
(III.10) 
(e) Some.n.te. palta mola1., pla-0.tlóicada-0 • cá:Lculo da carga para 
o instante (iteração) T, 
FT = FT-l + (1-R) óF T 
e 




(f) Some.n.te. paJta mola.6 pla-0.tl6icada-0. Cálculo do deslocamen-
to plástico total. 
T T-1 T 
u = u + R óu (III.13) p p 
( g) S o me.n.te. paJta mola.6 no Jt e.gim e. e.lii.6.tico. Armazenamento das 
cargas corretas: 
FT = FT-1 óF T + (III,14) e 
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{h) Finalmente, chega-se ao cálculo das forças equivalentes 
nodais, que são, respectivamente, para os dois graus de 
liberdade da mola: 
F - F = FT 1 - - 2 {III.15) 
Para melhor compreensao deste algoritmo, a 
figura III. 2. apresenta um diagrama de blocos do mesmo. 
3 - MODELO DE SUBCAMADAS PARA SIMULAÇÃO DO COMPORTAMENTO INE-
LÃSTICO DAS MOLAS 
Com o objetivo de simular corretamente o com 
portamento plástico de molas cujas relações constitutivas sao 
dadas por funções extremamente complexas, tais como as curvas 
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PY e TZ da norma API , desenvolveu-se um modelo numérico que 
emprega o conceito de "overlay", introduzido por ZIENKIEWicz19 , 
OWEN20,21. 
Este modelo foi desenvolvido para representar 
adequadamente a relação constitutiva do material, simular o efe! 
to Baushinger e o endurecimento cinemático, isto é, a translação 
da superfície de escoamento, em aplicações a problemas bidimen-
sionais de plasticidade e viscoplasticidade. 
Neste caso, considerava-se o contínuo como 
sendo composto de diversas subcamadas ou "overlays", cada uma p9. 
dendo ter diferentes propriedades e espessuras, com um comporta-
mento elasto-plástico perfeito ou com endurecimento linear. Sen-
do coincidentes os nós em cada subcamada, obtera-se o mesmo campo 





PARA CADA MOLA 
TEM-SE 
óu' FIGURA III. 2 
! Algorítimo Elasto-.---------------, - - plástico. 
ó F' 
T 
= K llu e 
l 
[F: 
-r-1 + óF T = F e 
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~ l~FT-1 ~>Fy 1 ~ 
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G ., em cada subcamada, já que possuem propriedades diferentes. -J 
Assim, o campo de tensões total, cr, é a soma ponderada dos cam-
pos de tensões em cada subcamada, sendo os pesos as respectivas 
espessuras, 
n 
G = l: G.t. 




l: t. = 1 
j=l J 
(III.17) 
Desta forma, usando-se o algoritmo de solu-
çao elasto-plástico simultaneamente em cada subcamada, obtinha-
-se uma representação adequada das propriedades do meio contí-
nuo. 
Ao adaptar-se este conceito ao caso de esca-
lares mola, chega-se a um 
to por MATLOCK22123125126 
modelo muito semelhante àquele propo~ 
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e FOO , que consistia na associação 
de diversas molas elasto-plásticas perfeitas em paralelo. 
Desta maneira, o primeiro passo para se repr~ 
sentar uma relação constitutiva complexa por meio da associação 
de funções mais simples é a determinação das propriedades de ca-
da subcamada a partir da função original. 
Assim, no contexto do Método dos Elementos Fi 
nitos, a relação constitutiva é geralmente dada por pares de po~ 
tos força-deslocamento unidos por segmentos de reta. 
Assumindo-se então, somente por conveniência 
matemática que estas curvas discretas sejam simétricas em rela-
ção à origem e possam ser aproximadas por uma série de subcama-
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das elasto-plásticas perfeitas, conforme mostrado na figura 
III.3. Da mesma forma que o modelo de "overlay", todas as sub-
camadas são concorrentes nos mesmos pontos nodais, de forma que, 
seus deslocamentos serao os mesmos. Porém, resultarão em forças 





K = tan "'• 
Deslocamento 6 
lr<:=, 
FIGURA III.3 - Modelo de subcamadas. 
Portanto, a força total em cada mola, em um 
intervalo de tempo (iteração), ,, é a soma das forças em cada 









onde, F. é a força em cada subcamada e n é o número total de sub 
J 
camadas que representam a relação constitutiva original. 
Para a determinação de cada força Fj' empre-
ga-se o algoritmo elasto-plástico desenvolvido anteriormente, em 
cada intervalo de tempo (iteração), sendo entretanto, estas for-
ças F. dependentes das propriedades de cada subcamada, ou seja, 
J 
sua força de escOamen to (Fy.) , sua rigidez, (Kj) , e seu desloca 
J 
mento elástico máximo, (oj). 
Estas informações podem ser inferidas da re-
lação constitutiva original, notando-se que, para um deslocamen 
to maior que o 3 na figura III.3, a força Fé dada por, 
(III.19) 
onde, 
Kl = K - tana 2 (III. 20) 
K2 = tana 2 - tana 3 (III.21) 
K3 = tana 3 (III .22) 
e que Kl, K2 e K3 se relacionam pela expressao, 
(III.23) 
Sendo assim, cada subcamada elasto-plástica 
j é definida por o., seu deslocamento elástico máximo, K., sua 
J J 
rigidez, e, 
Fy = K. o. 
j J J 
(III.24) 
sua força de plastificação. 
Como pode ser visto, a maior dificuldade na 
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determinação das propriedades das subcamadas é a avaliação de 
suas rigidezas, K .. Isto pode ser efetuado automaticamente atra 
J 








Além disso, as tangentes dos ângulos a 1 , a 2 
e a
3 
podem ser obtidas diretamente dos pontos discretos da fun-
ção original, de tal maneira que, 




Assim, pode-se constituir a relação matrici-
al, 
11 o ül 1K3-I 1F3-F2/o 3-o 2 l 
1 1 1 1 1 1 
1 1 1 o 1 1 K2 1 1 F2-Fl/li2-/jl 1 (III. 31) 
1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 Kl 1 1 Fl/61 1 
1 J I_ J I_ J -
que permite a decomposição automática de uma função simétrica 
qualquer em diversas subcamadas. 
Então, para uma função genérica simétrica em 
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relação ~ origem, e dada por (n+l) pares de pontos força desl~ 
camento, obtém-se a generalização da relação matricial (III.31), 
que pode ser expressa por, 
11 lfK 1 iFn -Fn-1 /ón -ôn-1 1 
1 o 1 n 1 1 
1 1 1 - I IK 1 I 1 Fn-i-Fn-2/ºn-l -ón-2 1 
1 11 n- 1 1 1 
1 1 1 1 I \Kn_2 I 1 Fn-2 -Fn-3 / ºn-2 -ón-3' 1 
1 11 1 1 1 
1 11 1 = 1 1 
1 1 1 1 1 1 
1 11 1 1 1 
1 11 1 1 1 
1 1 1 1 ... 111 Kl. 1 Fl/ól 1 1 11 J 1 1 J 1~ - J 
(III.32) 
Além disso, este modelo permite ainda, o tr~ 
tamento de relações constitutivas nas quais a resposta (forças) 
só existe para deslocamentos positivos ou negativos, e a descri 
ção adequada de relações constitutivas com regiões com perda de 
rigidez ("softening"). 
No primeiro caso, basta especificar o senti-
do de trabalho da função e anular todas as forças nas diversas 
subcamadas correspondentes à deslocamentos no sentido contrário 
àquele especificado. 
No segundo caso, a capacidade deste modelo n~ 
mérico de simular situações de perda de rigidez pode ser compre-
endida se se retorna a figura III.3 e se supoe que a relação con~ 
titutiva ali representada possui em seu último trecho uma perda 
de rigidez. Sendo assim, tana 3 e, portanto K3 
serão negativas, im 
plicando numa camada de rigidez negativa. Portanto, através da es 
pecificação de uma subcamada com rigidez negativa, consegue-se o 
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tratamento de situações de perda de rigidez ("softening") da re 
lação constitutiva de maneira adequada. 
4 - SIMULAÇÃO DA PERDA OU GANHO PROGRESSIVO DE RIGIDEZ DAS MOLAS 
AO LONGO DOS CICLOS DE CARREGAMENTO 
O modelo numérico para representação do com-
portamento plástico das molas permite ainda, a simulação da peE 
da ou ganho progressivo de rigidez ao longo dos ciclos de carr~ 
gamento, Estes efeitos estão presentes em muitos materiais, no-
tadamente em solos, através da degradação sucessiva de sua car-
ga limite de plastificação, Foo24 , MATLOCK25 , 26 . 
Assim, a introdução no modelo deste efeito é 
conseguida através da aplicação em cada subcamada separadamente 
de um fator de alteração de sua carga limite de plastificação. 
Esta redução é efetuada somente após uma reversão completa na 
direção das deformações plásticas. 
Além disso, considera-se que este processo a 
vance assintoticamente até uma carga de plastificação última, 
F , à medida.'que os ci,clos de completem e se aplique novamen 
Yult 
te o fator de alteração. 
Desta forma, a carga de plastificação no i-
-ésimo ciclo se relaciona com as anteriores através da expres-
sao,; 
F = ( 1- À) (F - F . ) + F . 
Yi yi-1 Yult yult 
(III. 33) 
onde À é o fator de alteração da carga. 
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A representação gráfica desta relação se en-
contra na figura III.4. 
Carga 






FIGURA III.4 - Perda progressiva de rigidez. 
As situações de perda progressiva de rigidez 
podem, portanto, serem simuladas através da especificação de 
F menor que a carga de plastificação original. No caso con-
yult 
trário, consegue-se representar as situações de ganho progress! 
vo de rigidez. 
Entretanto, deve-se ressaltar que este com-
portamento introduz nas características plásticas uma nova va-
riável, o tempo, já que a carga de plastificação torna-se função 
das reversões das deformações plásticas, que são por sua vez, 
35 
funções do tempo. Desta maneira, através da introdução da depe~ 
dência do tempo, este modelo exibe características reológicas. 
5 - AMORTECEDORES 
Em muitos problemas de interação entre meios, 
é comum a utilização de escalares amortecedores, associados aos 
escalares mola, para a representação das propriedades viscosas 
de um dos meios. Entre suas aplicações podem-se citar, a forma-
ção de modelos mecânicos viscoplásticos para metais, OWEN 8 , 
CORMEAU
38
, KACHANOv41 , ou para solos e rochas, ZIENKIEWICz 39 , 
61 1~ d· . d - d t d . d FRITZ . A em isso, a consi eraçao e um amor ece or associa o 
a uma mola para a representação do solo é prática corrente nas 
técnicas de simulação numérica de cravação de estacas, SMITH33 , 
GOBLE 34 , LITKOUHr 35 , FOREHAND 36 . 
Neste contexto, a palavra amortecimento é u-
sada para designar o ganho de resistência que os solos apresen-
tam quando submetidos à carregamentos aplicados rapidamente, ou 
seja, um parâmetro viscoso. Isto é de particular importância em 
solos finos (argilas) e está associado com as camadas de água 
aderentes as partículas de solo por forças moleculares. Estas 
camadas envolvem as partículas sólidas e impedem o contato dir~ 
to entre elas. Portanto, o movimento relativo entre as partícu-
las se dá no interior dessas camadas e, devido a presença das 
forças moleculares, surgem resistências viscosas significativas. 
Assim, em solos argilosos, sua resistência em carregamentos rá-
pidos pode ser muitas vezes maior do que se o carregamento fosse 
aplicado lentamente. 
36 
Desta forma, a determinação das forças visco ' . 
sas pode ser efetuada por diversos modelos, sendo o mais comum 
aquele no qual a força viscosa é urna função linear da velocida-
de instantânea, caracterizando o assim chamado amortecedor new-
. 31 32 
toniano, LIMA , RUBINSTEIN Esta dependência pode ser expre~ 







onde Fvi, Fvj sao as forças viscosas no intervalo de tempo (it~ 
ração), T, respectivamente nos graus de liberdade i e j, unidos 
• T • T pelo amortecedor,µ é a constante de amortecimento eu. , u., as 
i J 
velocidades nos mesmos graus de liberdade. 
Assim sendo, os amortecedores newtonianos co~ 
tribuem diretamente na matriz de amortecimento do sistema estru 
tural (C), e seus termos possuem um significado físico análogo 
aos termos da matriz de rigidez (K). 
Retornando-se ao problema de cravaçao de es-
tacas, a formulação na qual a força viscosa é diretamente propoE 
cional a velocidade instantânea é utilizada no método CASE, GO-
BLE34, porém diferindo da anterior pelo fato de que a constante 
que relaciona a força com a velocidade é adimensional. Portanto, 
pode-se expressar a constante do método CASE em função da cons-
tante da formulação newtoniana através da relação, 
onde, 
= E A JJ 
c (III.35) 
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Jc = constante adimensional de amortecimento do método 
CASE 
EA/C = impedância da estaca; relação entre a rigidez axial 
da estaca e a velocidade de propagação de uma onda 
na mesma. 
Além disso, pode-se empregar uma lei viscosa 
na qual a força total no solo (viscosa), é proporcional ao pro-
duto da força na mola pela velocidade instantânea elevada a N-é 
sima potência, conforme a relação, 
'[ '[ I .TN F
1
. = F l 1 + J(u.) 
mo ai i 
(III.36) 
Deve-se ressaltar que os escalares se restrig 
gema apenas um grau de liberdade, já que, em problemas de cra-
vaçao de estacas, estes representam a interação solo-estaca, e 
se encontram aplicados somente aos pontos nodais do modelo dis-
creto da estaca. 
Esta lei viscosa, quando toma-se N = 1, repr~ 
duz a formulação de SMITH
33 
para o amortecimento, que é a mais 
tradicional em problemas de cravaçao de estacas, sendo portanto, 
aquela que possui maiores evidências experimentais, FOREHAND36 • 
Porém, em trabalho experimental recente, 
LITKOUHI
35 
conclui que o comportamento viscoso dos solos durante 
a cravaçao é predominantemente não linear, e seus ensaios com ar 
gila de Londres indicam para valor de N, 0.2, deixando em aberto 
os valores para outros tipos de solos. Verificou-se também que, 
em geral, a constante de amortecimento J possui valores distin-
tos para a resistência de ponta e a resistência lateral, da mes-
38 
ma maneira que os ensaios anteriores indicaram para a formulação 
de Smith. 
Finalmente, a consideração desta lei viscosa 
no contexto do Método dos Elementos Finitos requer, além da ava 
liação do vetor de forças equivalentes nodais (~) empregando a 
relação (III.36), à atualização dos termos da matriz de rigidez 





11 (III. 37) 
de forma que o equilíbrio dinâmico continue sendo satisfeito a 
cada intervalo de tempo (iteração), ,. 
6 - FUNCIONAMENTO ASSOCIADO MOLA/AMORTECEDOR-.- COMPORTAMENTO 
VISCOPLÁSTICO 
Esta seçao tem por objetivo delinear algumas 
considerações sobre o funcionamento associado de uma mola nao-
-linear inelástica e um amortecedor, obtendo-se portanto, como 
resultado desta simultaneidade entre as propriedades plásticas 
e viscosas, um comportamento viscoplástico, PERZYNA37 . 
~ usual na descrição de problemas viscoplás-
ticos o estabelecimento de uma distinção entre materiais elastQ 
-plásticos e elasto/viscoplásticos, segundo a terminologia intrQ 
duzida por Perzyna. Por material elasto-viscopLástico entende-se 
aquele no qual as propriedades viscosas estão presentes nas regl 
Ões elásticas e plásticas, enquanto que os materiais elasto/vis-
coplásticos apresentam propriedades viscosas somente após a pla~ 
39 
tificação. 
A figura III.5 apresenta os escalares corre~ 
pondentes aos modelos elasto-viscoplástico e elasto/viscoplást~ 
co. Estes escalares se compõem de uma mola linear elástica, um 
bloco de fricção, representando a plastificação e um amortece-
dor newtoniano, onde empregam-se tensões e deformações apenas 






cr = <rv + <rp 
e =Ee +Ep =Ev 
ESCALAR ELASTO-VISCOPLÁSTICO 




cr= O-v +crp 










Assim sendo, em ambos os escalares, o bloco 
de fricção desenvolve uma tensão o e torna-se ativo somente se 
p 
o> y, onde o é a tensão total aplicada e y é um valor limite 
de escoamento. A tensão em excesso (o) e suportada pelo amorte 
V 
cedor. 
No primeiro tipo de escalar (figura III.5(a)) 
a componente viscosa da tensão (o) age em qualquer nível de ten 
V 
são, seja este elástico ou plástico, representando, portanto, o 
comportamento elasto-viscoplástico. Para o escalar da figura 
III.5(b), a componente viscosa age somente após a plastificação, 
caracterizando o comportamento elasto/viscoplástico. 
A noçao de um material elasto/viscoplâstico 
é evidentemente uma idealização. Porém, esta simplifica consid~ 
.:ravelmente o estabelecimento de uma teoria para o comportamento 
viscoplástico adequada à meios contínuos, já que permite a deteE 
minação do critério de escoamento inicial através da teoria do 
fluxo, conforme descrito por CORMEAu38 , ZIENKIEWrcz 39 , OWEN8 , 
TELLEs
40
, KACHANOV41 . 
Entretanto, tratando-se de modelos escalares 
para a análise dinâmica, esta distinção não é tão determinante, 
favorecendo a utilização de escalares elasto-viscoplásti=s para a 
representação do meio adjacente aos elementos estruturais. 
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CAP! TU LO IV 
APLICAÇÕES 
1 - INTRODUÇÃO 
Neste capítulo serao apresentadas algumas a-
plicações dos procedimentos descritos anteriormente, na análise 
de problemas dinâmicos não-lineares de interação entre meios. 
As aplicações estudadas inserem-se nas duas 
grandes categorias em que podem ser subdivididos os problemas 
dinâmicos, segundo BATHE 5 •16 : a dinâmica estrutural e a propag~ 
ção de ondas. 
A dinâmica estrutural se caracteriza por ser 
uma classe de problemas na qual o carregamento externo aplicado 
excita somente os modos de vibração mais baixos (ou apenas al-
guns modos intermediários) do sistema estrutural. Em contrapart! 
da, os problemas de propagação de ondas podem ser entendidos co 
mo sendo aqueles nos quais um grande número de freqüências do 
sistema estrutural são excitadas e contribuem decisivamente na 
resposta. 
42 
Desta forma, apresentam-se três exemplos de 
problemas da dinâmica estrutural, a análise da interação solo-
-estrutura de um modelo bidimensional simplificado de platafor-
ma "offshore", a determinação da resposta dinâmica de urna placa 
de fundação apoiada sobre estacas e a análise axial de urna esta 
ca tubular parcialmente enterrada. 
Em seguida, apresentam-se duas aplicações de 
propagaçao de ondas, através da análise de dois exemplos de cr~ 
vaçao de estacas, que são problemas no qual o carregamento apl! 
cado, a força de impacto produzida pelo martelo gera urna onda 
que, ao se propagar ao longo da estaca interage com o solo adj~ 
cente. 
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2 - APLICAÇÕES À DINÂMICA ESTRUTURAL 
2.1 - Análise da Interação Solo-Estrutura em um Modelo Bidi 
mensional Simplificado de Plataforma "Offshore". 
Para se avaliar a performance do modelo de 
subcamadas na análise dinâmica não-linear, estudou-se a respos-
ta transiente de um modelo bidimensional simplificado de plata-
forma "offshore" fixa estaqueada, onde a interação solo-estrutu 
ra resulta em problemas de não-linearidade física. 
Este modelo simplificado procura conter os 
mesmos mecanismos e cargas encontrados na análise de uma plata-
forma real. A estrutura e as estacas foram discretizadas por um 
conjunto de elementos do tipo pórtico plano, alinhados na vert! 
cal. A massa do convés foi representada por uma massa concentra 
da no no numero .!. do modelo discreto·. As cargas dependentes do 
tempo procuram simular as forças que agem na estrutura devido à 
ação das ondas. 
Para representar o comportamento do solo, fo 
ram colocadas nos pontos nodais associados as estacas, molas li 
neares nas direções axial e transversal e três (3) molas não-1! 
neares nas regiões mais próximas do nível do terreno, também na 
direção transversal. Portanto, a interação solo-estrutura torn~ 
-se um problema não-linear localizado, onde a relação constitu-
tiva do solo é representada através de curvas carga-deslocamen-
to não-lineares tratadas segundo o modelo de subcamadas. 
As principais características do modelo es-
tão representadas na figura IV-1. Inicialmente, determinou-se a 
resposta dinâmica elasto-plástica utilizando-se a formulação in 
44 
Ax : l. lz : O . 1 M : l. 
1.5 E 
: 1000. y : 5% p : 0.01 
P2 ( t ) 
2 
f : O. l rad /s 
P
1 
( 1 ) : 0.02 sen(2,nfl) 
1.5 
p2 ( 1 ) : 0.014 sen (211ft) 
3 
p3 ( t ) : 0.00 8 sen (2 11ft) 
1.5 P4 { t ) : 0.002 sen (2 1i ft) 

















MODELO DE SUBCA MAOAS 
9 
SUBCAMADA DESL. ELÁSTICO RIGIDEZ fy 
1 O. 001 9 9. 9 0.099 9 
2 lo. o.o, o. l 
FIGURA N -1 - Coroctert'sticos de Modelo Bidimensional Simplificado. 
Unidades S.I. 
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cremental-iterativa, a formulação do sistema LORANE-NL, EBECKEN' 
e através do método de superposição modal associado ao algorit-
mo iterativo de pseudo-forças, LANDAU7 , 42 • 43 , COUTINHo 3º• 44 • 45 , 
que é particularmente adequado à solução de problemas desta na-
tureza. 
A resposta dinâmica foi obtida empregando-se 
nos três procedimentos um intervalo de tempo de 0.02 segundos. 
Na primeira solução utilizou-se o algoritmo de Newton-Raphson 
Modificado, enquanto que na solução com sistema LORANE-NL atua-
lizou-se os efeitos não-lineares a cada iteração. Na solução com 
o método da superposição modal foram utilizados os 6 primeiros 
modos do problema de autovalor associado. As freqüências desses 
modos encontram-se na tabela IV.l. 
TABELA IV.l - Frequências naturais e períodos do modelo bidimen 
sional simplificado. 
MODO FREQ01':NCIA PERfODO 
(Hz) ( s) 
1 O. 1042 9.593 
2 1. 729 0.578 
3 3. 212 0.311 
4 10 .17 0.098 
5 18.98 0.053 
6 20.22 0.050 
As figuras IV.2 e IV.3 apresentam respectiv~ 
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1 e 5 do modelo discreto para as 3 soluções. 
Como pode ser observado, existe excelente 
concordância entre as diferentes soluções, em ambos os pontos 
nodais. 
Em seguida, com o propósito de evidenciar as 
diferenças entre as soluções linear, elasto-plástica, elasto-
-plástica com degradação e elasto-plástica oom um enrijecimento 
("hardening") ao longo dos ciclos de carregamento, determinou-
-se a resposta dinâmica da estrutura para cada uma das situações 
acima. 
Para tanto, utilizou-se em. todas as análises 
um intervalo de tempo de 0.02 segundos e o algorítmo de Newton-
-Raphson modificado. Na solução com degradação, adotou-se para 
valor do parâmetro de degradação (À) 0.1, para todas as molas 
não-lineares, e assumiu-se que a carga final para onde tende o 
processo de degradação fosse 50% da carga inicial. O enrijecimen 
to foi simulado através da suposição de uma carga final maior 
que a carga inicial. No caso, assumiu-se que a carga final fosse 
150% maior que a inicial e adotou-se também para o parâmetro de 
degradação (À) o valor 0.1, para todas as molas não-lineares. 
As respostas obtidas encontra-m-se nas figuras 
IV.4 e IV.5 respectivamente para os pontos nodais 1 e 5 do mode-
lo discreto. 
Primeiramente, devem ser observadas as dife-
renças entre a solução elástica e elasto--plástica, tanto em rela 
çao as amplitudes dos deslocamentos, como em relação aos tempos 
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dais. 
Em seguida, deve-se ressaltar que as soluções 
com degradação e enrijecimento se situam em torno da solução e-
lasto-plástica. 
A solução com degradação apresenta amplitudes 
maiores que a solução elasto-plástica, conforme pode ser notado 
nas tabelas IV.2 e IV.3, já que o sistema estrutural tem sua ri 
gidez diminuida a cada ciclo de carregamento. Quanto à solução 
com enrijecimento, esta apresenta amplitudes de deslocamentos 
menores que a solução elasto-plástica, conforme mostrado nas ta 
belas IV.2 e IV.3, devido ao aumento progressivo da rigidez do 
sistema estrutural. 
Para evidenciar os efeitos de ganho e perda 
progressiva de rigidez com os ciclos de carregamento, apresent~ 
-se também, nas figuras IV.6 os ciclos de histerese na mola apl~ 
cada no ponto nodal número 5 para as análises elasto-plásticas 
efetuadas. 
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TABELA IV.2 - Amplitudes de deslocamentos transversais máximos 
no nó 1 
Deslocamentos transversais no no 1 
t(s) 
Elas to-plástica Elas to-plástica 
c/Hardening 
Elas to-plástica e/Degradação 
4. 1 0.0646 0.0646 0.0646 
8.6 -0.1067 -0.1067 -0.1067 
13.3 0.1067 




23. O 0.0895 
23. 2 0.0974 











TABELA IV.3 - Amplitudes de deslocamentos transversais máximos 
no nó 5. 





4.2 0.00311 0.00311 0.00311 




18.3 -o. 00615 
18.6 -0.00731 
18.8 -o. 00872 
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2.2 - Determinação da Resposta Dinâmica de uma Placa de Fun 
dação Apoiada sobre Estacas Cravadas. 
Neste exemplo, analisou-se uma placa de funda 
çao retangular homogênea de concreto, com dimensões 4.0 m por 
2.82 m, apoiada sobre 24 estacas, também de concreto, com 10 m 
de comprimento e 0.30 m de diâmetro. 
Esta estrutura foi apresentada primeiramente 
46 t ~ t· - d d . por TAMAGNA e suas carac eris icas sao a as a seguir: 
Módulo de Elasticidade ........... 2 x 10 6 tf/m2 
Coeficiente de Poisson ........... 0.3 
Peso Específico .................. 2.5 tf/m2 
Espessura da Placa ............... 0.4 m 
O modelo discreto da placa compreende 15 ele 
mentas finitos de casca poliédrica com 0.80 m por 0.94 m cada, 
d . 47 48 24 d . d . -o tipo RGCP, LANDAU GROEHS e pontos no ais on e estao 
aplicadas molas não-lineares, de relação constitutiva dada na fi 
gura IV.7, que procuram simular o acoplamento placa-estacas. A 
figura IV.8 mostra a malha de elementos finitos utilizada. 
Quanto ao carregamento, este compreende car-
gas estáticas e dinâmicas. As cargas estáticas são as seguintes: 
Peso total das estacas ......... 1.76 tf 
Peso próprio da placa .......... 1.0 tf/m2 
2 Peso da superestrutura ......... 16.7 tf/m 






Deslocamento( m l 
-112.86 
( a) 
Sub- Máximo Deslocamento Rigidez Força de Plastificação 
Camada Elástico (m) ( tf/m) tf 
1 0.0112 1049 11. 75 
2 1. 98.99 9 8. 99 
(b) 
FIGURA IV. 7 - Relação constitutiva dos apoios não-lineares. 
Como carregamento dinâmico, aplicou-se uma 
perturbação em forma distribuída no elemento 11, de amplitude 
116 tf e freqüência 50 rad/seg. 
Além disso, considerou-se a massa da supere~ 
trutura de 5 tf s 2 /m aplicada nos elementos 5, 8, 11 e 14 na for 
ma de massas concentradas em seus respectivos pontos nodais. 
Primeiramente, foram determinadas as freqüê~ 
cias naturais do sistema estrutural, considerando-se molas linea 
res de rigidez igual à do trecho inicial da função não-linear d~ 
da na figura IV.7. Estas freqüências e os respectivos períodos 
• • 8 .. 
5 " " 
____ ..L__:_· __L~_:__· ---d(___:_Z_=··=· ' 
PLACA - GEOMETRIA E CONFIGURACOES DEFORMADAS 
' XY PRôJECTlôN 15- Q. 75. 




encontram-se na tabela IV.4. 
TABELA IV.4 - Freqüências naturais e períodos da placa de funda 
çao. 
Modo Freqüência (Hz) Período (s) 
1 9.87 0.101 
2 14.13 0.071 
3 19.14 O. 052 
4 36.96 0.027 
5 45.16 0.022 
6 82.44 0.012 
7 83.24 0.012 
8 101. 7 0.0098 
9 123.3 0.0081 
10 128.9 0.0076 
Em seguida, procedeu-se à análise dinâmica 
da placa, considerando-se somente o carregamento estático apli-
49 
cado conforme sugerido por PRZEMINIECKI . Nesta análise obser-
vou-se que todas as molas não-lineares permaneciam no regime e-
lástico, e também que o carregamento dinâmico poderia ser apli-
cado a partir de aproximadamente 3 períodos fundamentais (0.30 
segundos). 
Desta forma, efetuou-se a análise dinâmica 
não-linear da placa considerando a perturbação agindo a partir 
do instante t ~ 0.33 segundos. 
Foram obtidas duas respostas, corresponden-
tes aos intervalos de tempo de 0.005 segundos e 0.01 segundos, 
que sao respectivamente 5% e 10% do período fundamental do sis-
"' ·" 
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tema estrutural. Nestas soluções empregou-se o algoritmo de 
Newton-Raphson modificado. 
Determinou-se também, a resposta linear do 
sistema, somente para efeito de comparação. 
Assim, as figuras IV. 9 e IV.10 apresentam, 
respectivamente, as histórias dos deslocamentos nos pontos no-
dais número 14 e 22 do modelo discreto. 
Pode-se observar nestas figuras que o sistema 
estrutural, tanto para a solução linear, quanto para as soluções 
não-lineares, atingiu a resposta permanente, e que as soluções 
não-lineares apresentam boa concordância. 
As amplitudes de deslocamentos no regime per-
manente para as soluções não-lineares, no ponto nodal 14, foram 
comparadas com aquelas obtidas por TAMAGNA46 , que utiliza um ele 
mento isoparamétrico quadrático derivado através da Teoria de 
Mindlin, OWENs,so_ o resultado desta comparação encontra-se na 
tabela IV.5. 











t possível ainda, incorporar-se a esta análi-
se o efeito da diminuição progressiva da rigidez dos apoios dis-
cretos. 
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Tal efeito está presente em estruturas de 
concreto submetidas a carregamentos dinâmicos, principalmente 
devido a terremotos, conforme indica o CEB 51 . 
Como esta norma nao fornece os parâmetros p~ 
ra este tipo de estrutura (placa), mas sim para estruturas ªPºE 
ticadas e vigas, assumiu-se que a rigidez dos apoios discretos 
diminui de 20% a cada ciclo completo de carregamento, e que este 
efeito influi na resposta dinâmica até que a força de plastifi-
cação em cada apoio torne-se 50% da força de plastificação do 
primeiro ciclo de carga. 
Desta forma, as figuras IV.11 e IV.12 aprese~ 
tam as histórias dos deslocamentos nos pontos nodais 14 e 22 re~ 
pectivamente, para a solução elasto-plástica obtida anteriormen-
te e a solução com o efeito da diminuição progressiva da rigidez 
dos. apoios. 
Assim, para evidenciar as diferentes caracte-
rísticas de cada solução, as tabelas IV.6 e IV.7 apresentam, re~ 
pectivamente, as amplitudes de deslocamentos para os pontos no-
dais 14 e 22. 
Além disso, a figura IV.13 mostra o laço de 
histerese no apoio discreto do ponto nodal número 22, obtido da 
solução considerando-se a perda de rigidez. Esta figura procura 
ressaltar a capacidade do modelo de subcamadas de simular a trans 
lação da superfície de escoamento, ou seja, o endurecimento cine 
mático ( "kinematic strain hardening") , associado ao fenómeno de 
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Linear -Plástico tico com 
Degradação 
0.44 +1.56 
0.45 +l. 06 1. 06 
0.50 -2.79 
0.525 -3. 04 
0.54 -4.94 







1. 70 1. 75 
1.72 -0.40 
1. 73 -1.33 
1. 76 -2.80 
1. 78 -3.80 
1. 79 -3. 81 
(b) REGIME PERMANENTE 
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TABELA IV.7 - Amplitudes de deslocamentos no ponto nodal 22 
DESLOCAMENTOS (cm) 
t (s) 
Elasto- Elasto-Plás-Linear tico com 
-Plástico Degradação 
0.44 2.28 








Linear Elasto- tico com 
-Plástico Degradação 
1. 70 2.56 
1. 72 -o. 36 
1. 73 -1. 45 
1. 76 -3.88 
1. 785 -6.72 
1. 795 -6-;-50 
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Por outro lado, deve-se enfatizar que a sol~ 
çao elasto-plástica com degradação pretende tão somente ressal-
tar as possibilidades que oferece o modelo numérico de tratamen 
to da não-linearidade dos apoios discretos, e que uma solução 
deste tipo é fortemente dependente dos parâmetros disponíveis. 
Finalmente, as figuras IV.14 a IV.16 aprese~ 
tam as configurações deformadas da placa para as diferentes solu 
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2. 3 - Análise Dinâmica Não-Linear de uma Estaca .carregada 
Axialmente. 
Este estudo tem por objetivo evidenciar a a-
plicabilidade do modelo de subcamadas na descrição de relações 
53 constitutivas complexas, COUTINHO . 
Para tanto, analisou-se uma estaca tubular de 
aço, de seçao uniforme, parcialmente enterrada, semelhante àqu~ 
la apresentada por Foo24 , com as seguintes características: 
comprimento total ............ 120 ft 
comprimento enterrado ........ 100 ft 
diâmetro externo .•........... 24 in 
espessura .................... 1 in 
·t· 7 5 10-5 k" · - 4 2 massa especi ica .............. x ips in s 
4 . -2 módulo de elasticidade ....•.• 3. x 10 kips in 
O modelo discreto da estaca compreende 36 e-
lementos de treliça com 40 polegadas (in) de comprimento cada. 
O solo adjacente compoe-se de uma argila mé-
dia, de peso específico submerso igual a 0.12 kips/ft3 • A vari~ 
ção da coesão com a profundidade está dada na figura IV.17. 
O comportamento não-linear do solo foi repr~ 
sentado através da aplicação,aos pontos nodais do modelo discre 
to da estaca,de molas não-lineares inelásticas na direção axial. 
As relaçõ.es constitutivas das molas são dadas através das curvas 
27 
TZ da norma API . Em geral, estas curvas são fortemente não-li-
neares, sendo dadas por 19 pares de pontos força x deslocamento, 
sendo necessárias, portanto, 8 subcamadas para cada curva TZ pa-
75 






coesao (kips/ft2 ) 
LO 2 •. 0 
1 
FIGURA IV.17 - Variação da coesao com a profundidade. 
As figuras IV.18 e IV.19 apresentam as curvas 
TZ para as profundidades de -4 ft e -20 ft respectivamente. Dev~ 
-se notar que a curva (TZ) para a profundidade de -20 ft aprese~ 
ta um "softening", caracterizado pela região de perda de rigidez. 
As tabelas IV.8 e IV.9 apresentam as proprie-
dades de cada subcamada para as .. _ mesmas 
curvas. Deve-se notar na tabela IV.9, para a cur-
va TZ que apresenta trechos em que há perda de rigidez, a exis-
tência de subcamadas com rigidez negativa. 
O carregamento axial transiente considerado 
é dado por uma função senoidal de período 30 segundos e amplitu-
de de 500 kips. 
Foram efetuadas duas análises. Primeiramente, 
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tida ao carregamento durante 135 segundos. Utilizou-se um inter 
valo de tempo para a integração das equações não-lineares de mo 
vimento igual a O.OS segundos, o que corresponde aproximadamente 
a 0.2% do período da excitação. 
Em seguida, efetuou-se nova análise conside-
rando-se que as funções não-lineares que simulam o solo apresen-
tam um processo de degradação de sua carga limite de plastifica-
çao ao longo do tempo. 
Assume-se que todas as funções não-lineares 
degradam até 50% da carga inicial de plastificação, sendo que a 
cada ciclo as funções degradam 10% da diferença entre a carga 
limite Última e a carga de plastificação do ciclo anterior. 
As figuras IV. 20 e IV. 21 apresentam as res-
postas dinâmicas obtidas para as profundidades de -4 ft e -20 ft 
para ambas as análises. 
Deve-se notar nas soluções com degradação o 
aumento dos deslocamentos ao longo do tempo devido a perda pro-
gressiva de rigidez do solo. As tabelas IV.10 e IV.11 apresentam 
as amplitudes dos deslocamentos para as profundidades de -4 ft e 
-20 ft para ambas as soluções, onde o efeito da perda progressi-
va de rigidez pode ser melhor observado. 
Além disso, obtem-se uma modelação adequada 
do efeito Baushinger nas molas não-lineares inelásticas, confoE 
me pode ser observado nas figuras IV.22 e IV.23, que mostram re~ 
pectivamente os laços de histerese para as profundidades de -4ft 
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TABELA IV.8 - Propriedades das subcamadas. Profundidade -4 pes 
Máximo Des 1. Rigidez Força de 
Sub camadas Elástico (kips/in) Plastificação 
(in) (kips) 
1 0.01 13. 86 O. 13 86 
2 0.02 6.929 0.1386 
3 O. O 4 -0.0005 -0.0002 
4 0.06 3.465 0.2079 
5 0.08 5.196 0.4157 
. 6 0.12 8. 661 1. 039 
7 O .16 8. 661 1. 386 
8 0.20 1. 732 0.3464 
TABELA IV.9 - Propriedades das subcarnadas. Profundidade -20 pés 
Máximo Desl. Rigidez Força de 
Subcarnadas Elástico (kips/in) Plastificação (in) 
(ki s) 
1 0.01 -35.73 -0.3573 
2 0.02 -8. 9 09 -0.1782 
3 0.04 20.66 8.262 
4 0.06 13.47 8.083 
5 0.08 40.47 3.237 
6 O .12 4.572 0.5487 
7 O .16 -17.87 -2.858 
8 0.20 O. 02 35 0.0047 
82 
TABELA IV.10 - Amplitudes de deslocamentos axiais. Profundidade 
-4 pés 
Deslocamentos no 7 (in) 
t(s) 
Solução Solução Elasto-
Elas to-plástica .-plástica e/Degradação 
7.5 0.1365 O .136 5 
22.5 -0.1367 -o. 136 7 
37.5 0.1366 0.1395 
52.5 -0.1365 -0.1394 
67.5 0.1366 O. 1426 
82.5 -0.1366 -0.1427 
97.5 0.1365 0.1458 
112. 5 -0.1366 -0.1457 
127.5 0.1367 0.1481 
TABELA IV.11 - Amplitudes de deslocamentos axiais. Profundidade 
-20 pés 
Deslocamentos no 11 (in) 
t(s) 
Solução Solução Elasto-
Elas to-plástica -plástica e/Degradação 
7.5 0.0936 0.0936 
22.5 -0.0937 -0.0937 
37.5 0.0937 0.0965 
52.5 -0.0936 -0.0964 
6 7. 5 0.0937 0.0997 
82.5 -0.0937 -0.0998 
97.5 0.0936 0.1029 
112.5 -0.0937 -0.1028 
127.5 0.0937 0.1052 
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Finalmente, as figuras IV.24 e IV.25 aprese~ 
tam os laços de histerese para as mesmas profundidades, agora 
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3 - APLICAÇÕES Â CRAVAÇÃO DE ESTACAS 
3.1 - Aspectos Gerais 
O uso da teoria de propagaçao de ondas para 
a descrição do comportamento de estacas cravadas tem sido cada 
vez mais disseminado na Engenharia de Fundações, G(i)BLE
54
, NAKAO 
55 BOWLES56 • 57 , COYLE58 . 
Até um passado recente, as previsões de com-
portamento de estacas cravadas eram efetuadas através de fórmu-
las empíricas baseadas em teorias de choque inelástico de cor-
pos. Tais fórmulas, que podem ser encontradas em diversos manu-
ais e livros de Mecânica dos Solos e Engenharia de Fundações, c~ 
mo por exemplo, LAMBE 59 , apresentam severas limitações e riscos 
quanto ao seu uso irrestrito, face a diversidade de tipos de es 
tacas, bate-estacas e solos encontrados na prática. 
Porém, no início da década de sessenta, com a 
generalização do uso dos computadores digitais na prática da en-
genharia, SMITH
33 
apresentou uma solução discreta para o proble-
ma de cravação de estacas através da teoria de propagação de on-
das. 
Desta forma, diversos programas pioneiros, 
60 
SAMSON ,foram preparados e os resultados comparados com àqueles 
determinados experimentalmente, FOREHAND 36 , mostrando que o méto 
do de Smith fornecia uma ferramenta eficiente na determinação da 
capacidade de carga e das tensões na estaca, através de uma for-
mulação com base matemática. 
Assim, hoje em dia existem diversos programas 
89 
para análise de cravaçao de estacas que se baseiam no método o-





foram desenvolvidos sob tutela do Departamento de Transportes 
dos E.U.A., estão entre os de mais larga utilização na prática. 
Por outro lado, desenvolveram-se também, ra-
pidamente, as técnicas de medição de tensões dinâmicas durante 
a cravação, dando origem a diferentes enfoques, como os métodos 
CASE 34 e CAPWAP 64 . Tais técnicas baseiam-se fundamentalmente na 
medição de forças, velocidades e acelerações no bate-estacas e 
no topo da estaca. A partir dessas medições, o comportamento da 
parte restante é determinado através da aplicação da teoria de 
propagação de ondas. 
Estes métodos empregam,. geralmente, as apro-;,: 
ximações de Smith. 
Entretanto, com o crescimento recente da in-
dústria "offshore" e a perspectiva de exploração de lençóis pe-
trolíferos em lâminas de água cada vez mais profundas, os probl~ 
mas encontrados nas fundações de diversos tipos de plataformas, 
tais como, jaquetas fixas estaqueadas, torres estaiadas ("guyed 
tower"), "tension legs", URZUA65 , MATLOCK 66167 , McCLELLAND68169, 
tornam-se cada vez mais complexos. Uma grande parte destes pro-
blemas encontra-se na instalação das estacas, na maioria crava-
das, que atingem penetrações cada vez maiores e tem que suportar 
níveis cada vez mais altos de carregamento. 
Portanto, o emprego de técnicas numéricas 
mais poderosas para a solução de problemas desta natureza, tais 
como o Método dos Elementos Finitos, SMITH6170171 , vem se tornan 
90 
do uma alternativa cada vez mais atraente, dada as grandes poss! 
bilidades que esta técnica oferece. 
3.2 - Métodos Numéricos para Análise da Cravação de Estacas 
O problema de cravaçao de estacas pode ser m~ 
lhor compreendido se descrito como um problema dinâmico de inte-
72 ração entre meios adjacentes, a estaca e o solo, COUTINHO . 
A energia acumulada durante a queda do marte-
lo é subitamente transferida ao topo da estaca, induzindo uma on 
da que se propaga ao longo da estaca e interage com o solo adja-
cente. 
A figura IV.26 apresenta uma estaca longa, de 






A resistência oferecida pelo solo é composta 
por duas parcelas, a resistência lateral (~) e a resistência 
de ponta (~). De forma geral, a resistência total do solo pode 
ser definida como, 
R -R+R_ 
solo - --i. P (IV, l) 
e a equaçao de equilíbrio dinâmico do sistema estrutural da fi-
73 32 gura IV.27 pode ser escrita como, CLOUGH , RUBINSTEIN , 
onde, 
+ R ( au) + P (t) solo u, at 
u - deslocamentos axiais da estaca 
x - coordenada medida ao longo do eixo da estaca 
E - módulo de elasticidade do material da estaca 
p - massa específica do material da estaca 
P(t) - carregamento externo. 
(IV. 2) 
Assume-se também que a resistência do solo 
possa ser expressa por, 
Rsolo Cu, ~~) = r(u) + v(au/at) (IV. 3) 
onde r(u) representa a parcela de resistência dependente dos des 
locamentos e v(3u/3t) a resistência viscosa. 
A solução numérica deste problema dinâmico p~ 
de ser obtida de diversas formas, através de algoritmos de dife-
renças finitas explícitas (Método de Smith) ou implícitas, ou 
por meio do Método dos Elementos Finitos. 
92 
No Método de Smith, o bate-estacas, os aces-
sórios de cravaçao e a estaca são representados por massas con-
centradas interligadas por molas lineares. O solo adjacente é 
discretizado por molas elasto-plásticas perfeitas e amortecedo-
res aplicados as massas concentradas, conforme mostrado na fig~ 
ra IV.27. 
A excitação do sistema é imposta através da 
prescrição da velocidade de queda do martelo à massa que o repr~ 
senta. 
Nesta formulação, a integração passo-à-passo 
das equaçoes não-lineares de movimento é efetuada através de um 
algoritmo explícito de diferenças finitas. Porém, deve-se ressal 
tar que a formulação original, SMITH33 , foi desenvolvida como u-
ma aplicação intuitiva do princípio da conservação da quantidade 
de movimento ao sistema discreto. Desta forma, a lei de conserv~ 
ção da energia não é totalmente satisfeita, sendo necessário in-
74 traduzir as correções indicadas por DAVIS . 
Este método é largamente utilizado na prática, 
através de diversos programas, como por exemplo, o programa TI'I62 
Outro método bastante empregado é o utilizado 
63 
no programa WEAP . Este se vale das mesmas aproximações do méto 
do de Smith, porém integra as equações de movimento através de 
um esquema implícito do tipo preditor-corretor com aceleração li 
near. 
Quanto à utilização do Método dos Elementos 















b) Modelo Numérico 
FIGURA N-27 - A proximoçõo do Método de Smith, 
94 
to os implícitos apresentavam um bom desempenho na solução de 
problemas de propagaçao lineares. 
Porém, para a solução de problemas de crava-
çao de estacas, onde a não-linearidade é determinante, foi sug~ 
rido por SMITH6 o emprego de algoritmos implícitos, devido as 
suas características de estabilidade, já que quando se utiliza 
no modelo discreto elementos retilíneos, treliça plana, por exe~ 
plo, as atualizações de rigidez e as sucessivas triangulariza-
çoes são altamente beneficiadas das características de esparsid~ 
de das matrizes envolvidas, tornando estas operações pouco sign! 
ficativas no processo de determinação da solução passo-à-passo. 
Por outro lado, pesquisas recentes, SMITH
76
, 
tem demonstrado que as soluções com o modelo unidimensional são 
geralmente comparáveis com aquelas obtidas com modelos tridimen 
sionais. 
Entretanto, o modelo tridimensional indica 
que o modelo unidimensional pode subestimar a penetração final 
da estaca em solos muito fracos e pode levar a estimativas po-
bres da cravabilidade de estacas em argilas muito rijas. 
3.3 - Determinação da Resposta Transiente de uma Estaca sob 
dois Golpes Sucessivos de um Martelo Vulcan 020. 
Esta aplicação tem o prôpósito de analisar a 
cravaçao de uma estaca tubular de aço ASTM A 534, cuja tensão de 
escoamento pede 100 kips/in
2
, com 150 ft de comprimento, quando 
submetida a dois golpes sucessivos de um martelo Vulcan 020, 
5 3 - - l . 24 COUTINHO . Este exemplo e semelhante aque e descrito por FOO . 
95 
O modelo discreto da estaca compreende 75 e-
lementos de treliça com 2 ft cada, estando a estaca parcialmen-
te enterrada. O solo adjacente compõe-se de três camadas, sendo 
duas de argila intercaladas por urna de areia. 
As características da estaca e do solo se en 
contram surnarizadas na figura IV.28. 
A resistência lateral foi simulada através da 
consideração de um escalar elasto-v:iscoplástico aplicado aos po_!! 
tos nodais do modelo discreto ao longo de seu comprimento enter-
rado. A resistência de ponta também foi considerada de forma se-
melhante. 
Para as curvas não-lineares que definem are-
lação constitutiva do solo utilizaram-se as curvas T-Z da norma 
API 27 . Estas são definidas, de forma geral, por 19 pares de pon-
tos força x deslocamento. Portanto, ao usar-se o modelo de subc~ 
rnadas para a representação do comportamento não-linear ineslásti 
co, serão necessárias um número máximo de 8 subcamadas em cada 
curva T-Z. As figuras IV.29, IV.30. e IV.31 apresentam as curvas 
T-Z para as profundidades de -2 ft, -58 ft e -120 ft respectiv~ 
mente. Deve-se notar que a função não-linear na figura IV.30 a-
presenta um "softening", 
do solo é negativa. 
caracterizado pela região onde a rigidez 
As tabelas IV.12 até IV.14 apresentam respe~ 
tivarnente as propriedades das subcarnadas para as curvas T-Z da-· 
das anteriormente. 
Desta forma, considerando-se a resistência 
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TABELA IV.12 - Propriedades das subcamadas para a profundidade 
de -2 ft. 
M3xirro r::eslocarrento Rigidez Força de 
Subcamada Elástico (in) (kips/in) Plastificação 
{ki12sl 
1 0.01 28.44 0.2844 
2 0.02 13.57 O. 2 713 
3 0.04 0.6535 0.02614 
4 0.06 6.456 0.3874 
5 0.08 10. 34 0.827 
6 0.12 16.79 2. 015 
7 0.16 17.12 2.739 
8 0.20 3.555 0.711 
TABELA IV.13 - Propriedades das subcamadas para a profundidade 
de -58 ft. 
M3xirro D:slocarrento Rigidez Força de 
Subcamada Elástico (in) (kips/in) Plastificação 
(kips) 
1 0.01 -24.82 -0.2483 
2 0.02 -6.384 -0.1277 
3 0.04 14.31 5, 723 
4 0.06 92.89 5.574 
5 0.08 27.92 2.234 
6 O .12 3.102 0.3723 
7 0.16 -12.41 -1. 986 
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TABELA IV.14 - Propriedades das subcamadas para a profundidade 
de -120 ft. 
Subcamada 
Máximo Deslocarrento Rigidez Força de 
Elástico (in) (kips/in) Plastificação (ki s) 
1 0.0039 2019. 7.873 
2 0.0079 375. 8 2.969 
3 0.0157 240.4 3.775 
4 0.0236 103.4 2.440 
5 0.0276 648. 17.89 
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vas T-Z que simulam o atrito lateral com a resistência de ponta, 
obtera-se o valor de 805.5 kips. Para a resistência de ponta tem-
-se o valor de 35 kips. 
Quanto aos amortecedores, que sao a parcela 
viscosa de resistência, empregou-se uma lei exponencial do tipo 
de SMITH
33
, ou seja, adotando-se para o expoente da lei viscosa 
o valor 1.0. 
Para as constantes de amortecimento, adotou-
-se 0.2 seg/pé para o atrito lateral e 0.01 seg/pé para a ponta 
da estaca. 
O sistema de cravação foi simulado por uma 
função impulso, que procura representar adequadamente o impacto 
na cabeça da estaca. Desta maneira, assumiu-se que a duração do 
impacto produzido pelo martelo Vulcan 020, operando em condições 
nominais, é de aproximadamente 0.08 segundos, e a função impul-
so tem a forma dada na figura IV.32. 
Além disso, deve-se ressaltar que a função i~ 
pulso adotada é similar aos registros de força na cabeça da esta 
ca obtidos através das técnicas existentes de monitoração, 
NIYAMA77 • 
Para a análise de dois golpes sucessivos, con 
siderou-se que o martelo Vulcan 020 opera a taxa de 59 golpes 
por minuto, ou seja, o intervalo entre cada golpe é de aproxim~ 
damente 1.017 segundos. 
A resposta dinâmica da estaca foi determina-
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Primeiramente, efetuou-se uma análise onde se 
procurou identificar a sensibilidade da resposta frente a uma va 
riação do intervalo de tempo de integração, já que para proble-
mas de impacto este intervalo é muito pequeno e torna-se portan-
to necessária a integração ao longo de um número muito grande de 
intervalos de tempo. Devido a isso, obteve-se a resposta transi-
-4 
ente empregando-se um intervalo de tempo igual a 1.2 x 10 se-
gundos, o que corresponderia ao intervalo de tempo crítico para 
a análise de problemas de propagação lineares com 




Em seguida, obteve-se a resposta com um intervalo de tempo igual 
-4 a 3.3 x 10 segundos. Nos dois casos os efeitos não-lineares fo 
ram utilizados no início de cada intervalo de tempo e a verifica 
çao do equilíbrio dinâmico efetuada com a matriz de rigidez cons 
tante. 
As figuras IV.33 e IV.3~ apresentam, respect! 
vamente, as histórias dos deslocamentos na ponta da estaca e dos 
esforços axiais no topo da mesma, obtidas para esta análise. De-
ve-se notar, nas duas figuras, a boa concordância entre ambas so 
luções. 
Desta forma, o emprego do algoritmo de New-
mark na solução desta classe de problemas de impacto permite o 
uso de intervalos de tempo maiores do que àqueles sugeridos na 
formulação clássica, permitindo a obtenção da solução ao longo 
de um grande número de intervalos de tempo de forma eficiente 
do ponto de vista computacional. 
Em seguida, a resposta dinâmica do sistema 
foi avaliada considerando-se a degradação do solo, com o mesmo 
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DT = 0,000120 SEÇ 
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-4 
de 3.3 x 10 segundos. 
Adotou-se para valor do parâmetro de degrad~ 
çao (À), 0.4. Assumiu-se também que a resistência do solo em to 
das as funções não-lineares degradasse até 50% de sua resistên-
cia inicial. 
As figuras IV.35 e IV.36' apresentam, respect~ 
vamente, as comparações entre a solução anterior e a solução com 
degradação, para as histórias dos deslocamentos na ponta da est~ 
ca, e para os esforços axiais no topo da mesma. Deve-se notar na 
figura IV.35 que a consideração da degradação do solo afetou de-
cisivamente os deslocamentos na ponta da estaca, alterando sensi 
velmente sua penetração. Em contrapartida, os esforços axiais no 
topo da estaca quase não se ressentiram desta consideração. 
Assim, procurando-se salientar ainda mais as 
características de cada solução apresentada anteriormente, com-
pararam-se as penetrações da estaca e os correspondentes números 
de golpes do martelo para cada solução. Os resultados destas com 
parações encontram-se sumarizados nas tabelas IV.15 e IV.16. 
TABELA IV.15 - Comparação entre penetração e número de golpes 
por pé para o primeiro golpe do martelo. 
Penetração 
(in) 
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TABELA IV,16 - Comparação entre a penetração e número de golpes 
















Além disso, apresenta-se na tabela IV.17 as 
tensões de compressão máximas na estaca para cada solução. Deve 
-se notar que as tensões na estaca são inferiores a tensão de 
escoamento do material (100 kips/in2 ). 
TABELA IV.17 - Tensões máximas de compressao. 
llt = l.2xl0- 4 s 
llt = 3.3xl0- 4 s 
Degradação 





Finalmente, deve-se ressaltar que dado os es 
cassos resultados experimentais envolvendo a determinação de p~ 
râmetros para a modelação adequada da degradação do solo, tal 
tipo de análise ainda nao faz parte da prática corrente da eng~ 
nharia geotécnica. 
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3.4 - Estudo de Cravabilidade da Estaca de Teste da Plata-
forma PCR-1. 
Este estudo tem por objetivo a análise de cr~ 
vabilidade da estaca de teste da plataforma PCR-1, utilizando-se 
o Método dos Elementos Finitos, COUTINHo
78
. O teste de cravação 
em escala real teve o propósito de investigar o comportamento da 
. ~ - ~< 79 80, areia calcarea durante a cravaçao, PETROBru..S , MEDEIROS Jr. 
81, NIYAMA82. 
o teste foi efetuado junto a plataforma PCR-2 
no campo de Curimã, em Fortaleza, nordeste do Brasil. As informa 
ções obtidas foram utilizadas na instalação das estacas da plat~ 
forma de produção PCR-1, situada no mesmo local. A figura IV.37 
apresenta uma vista geral da localização das duas plataformas. 
A lâmina de água no local era da ordem de 50m 
e o comprimento final cravado foi de 88.4m, tendo sido verifica-
do 66.3m de solo penetrado dentro da estaca. A penetração estima 
da da estaca era em torno de 90 metros. 
O solo apresentava um perfil composto princi-
palmente de areia calcárea, porém com uma camada de coral de 3 
metros de espessura a partir da profundidade de 63 metros. O pe~ 
fil completo do subsolo encontra-se na figura IV.33. 
Para a realização do teste foi preparada uma 
estaca tubular de aço com diâmetro externo de O. 86 m ( 34") e es-
pessura de parede de 4.4 cm (1" 3/4) no trecho inicial de 50.73m 
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CAMADAS DO SOLO 
AREIA CALCÁREA QUARTZOSA, CINZA, 
•COMPACTA 
' ' AREIA CALCAREA FINA A MEDIA,QUAR-
TZOSA, CINZA COMPACTA 
AREIA CALCÁREA FlNA A MÉD·IA, COM 
SILTE, CINZA, COMPACTA 
'AREIA ' CALCAREA OOARTZOSA FINA A 
' MEDIA, COM MICA, COMPACTA 
AREIA CALCÁREA QUARTZOSA FINA', 
COM MICA, COMPACTA 
' AREIA CALCAREA QUARTZOSA, FlNAc A. 
' MEDIA, COM MICA, CINZA AMARRON:ZA'-
DA, MUITO COMPACTA 
' AREIA CALCAREA QUARTZOSA, COM. 
MICA, MARRON, MUITO COMPACTA 
A~EIA CALCÁREA QUARTZDSA, FINA A 
M DIA, COM MICA, COMPACTA 
' AREIA CALCAREA QUARTZOSA COM PEORE~ 
GLt.HOS,AMARRONZADA,MUITO COMPACTA 
' AREIA CALCAREA QUARTZOSA FINA A 
MÉDIA, AMARRONZADA, MUITO COMPACTA 
c o R A L 
' AREIA CALCAREA QUARTZOSA FINA 
' A MEDIA,COM MICA, MUfTO COMPACTA 









L ( m) L (cm) 
U) ,_ 
T1 14.48 4.4 
- T2 21. 75 4.4 
T3 19.90 4.4 
"' ~ ...,,:i'.-:::;: 1- , . .,~ ---~ /~ T4 21.65 5.1 
T5 25.12 5.1 - 16 21.50 5.1 
o 
o .,,. T7 21.60 5.1 
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FIGURA N-39- ESQUEMA DA ESTACA 
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taca se compunha de 7 tramos soldados à medida que a cravaçao se 
desenvolvia, com exceção dos tramos Tl, T2 e T3 que foram solda-
dos no convés da barca de instalação. 
No teste foi utilizado um martelo Vulcan 340 
de simples açao (ar ou vapor), tendo sido operado no caso, atra 
vês de ar comprimido. 
O material de "cushion" foi consti tuido por 18 
placas de asbestos de 6.4 mm de espessura por 66 cm de diâmetro. 
Durante todo o teste a estaca e o martelo fo 
ram completamente instrumentados. Esta instrumentação consistia 
basicamente de: extensômetros elétricos diretamente colocados na 
superfície da estaca, destinados a medir a deformação específica 
no sentido longitudinal; transdutores de força e acelerômetros 
"IPT"+, desenvolvidos para medir forças e acelerações; transdut9. 
res de força e acelerômetros "PDI"+, destinados a medir forças e 
acelerações no topo da estaca; células fotoeletrônicas para a me 
dição da velocidade e altura de queda do martelo. 
A estaca também foi instrumentada em profund~ 
dade, e esta instrumentação consistia de extensômetros elétricos 
colocados aos pares e acelerômetros junto a cada par, instalados 
em diversos pontos da estaca ao longo de seu comprimento enterr~ 
do. Esta instrumentação foi colocada em caráter permanente. 
Os parâmetros do solo e seu perfil de resis-
tência lateral para a análise de propagação de ondas foram deter 
+ IPT -
'f PDI -
I M-ti.,tu;to de PuqUM cv., Tec.nolôgic_cu., do E1.,b:J.do de Sã.o Feudo. 
Pile. Vynanu_('_J., I nc_. 
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minados a partir dos resultados ofutidos da rnoni toração, através 
~ . ~ 64 77 
de urna analise com o metodo CAPWAP, GOELE , NYIAMA . 
Os valores obtidos para o deslocamento elást! 
co máximo do solo (comurnente chamado de quake) e para o amorteci 
mento estão dados nas tabelas IV.18 e IV.19. 
TABELA IV.18 - Valores do deslocamento elástico máximo (quake). 
QUAKE (m) 
Atrito Lateral 0.00203 
Ponta 0.00203 




de SMITH (s/m) 
0.59 
0.59 
O perfil de resistência lateral do solo para 
a resistência total de 4.5 MN se encontra na Íigura IV.40. 
Como foi determinado no teste, o martelo 
Vulcan 340, que desenvolve urna energia nominal de 163 kNm, ope-
rou em níveis de energia entre 54 kNm a 74 kNm. 
Procedeu-se então a urna análise de cravabili 
dade para a penetração final da estaca, assumindo-se para o maE 
telo uma energia de 64 kNm, que corresponde a uma velocidade de 
117 
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impacto de 3.1 m/s. 
O modelo discreto da estaca e do sistema de 
cravação compreendeu 101 pontos nodais e 100 elementos de tréli 
ça. O sistema de cravação foi simulado por 2 elementos finitos. 
A excitação do sistema foi imposta através da 
prescrição da velocidade de impacto aos dois nós do elemento que 
simulava o martelo. 
Considerou-se também um amortecimento estrutu 
ral da estaca de 2% do amortecimento crítico, e um amortecimento 
-1 
do sistema de cravaçao de 0.3 MNm s, simulado através da aplic~ 
ção de 2 amortecedores viscosos escalares entre os nos dos 2 ele 
mentos finitos que simulam o sistema de cravação. 
A análise dinâmica para cada nível de resis-
tência do solo foi efetuada empregando-se o algoritmo de Newton-
-Raphson modificado, visando-se obter uma solução mais eficiente 
computacionalmente. 
O número de golpes obtido para cada nível de 
resistência do solo foi determinado utilizando-se o deslocamento 
permanente da ponta da estaca, obtido da história dos deslocamen 
tos na mesma posição. A figura IV.41 apresenta as histórias dos 
deslocamentos na ponta da estaca, para cada nível de resistência 
do solo. 
Os resultados obtidos foram então, comparados 





A figura IV.42 apresenta o gráfico resistên-
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mo pode ser observado, as 3 curvas mostram uma boa concordância. 
Porém, deve-se salientar que a solução pelo Método dos Elementos 
Finitos utilizou um intervalo de tempo da ordem de 3 vezes maior 













• 41=3.0 • 10 s 
-- - - TTI - llt= 1.2 x 1Ô
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FIGURA N-42- Resistência por número de golpes 
Comparou-se também, as tensões de compressao 
máximas ao longo da estaca, para cada nível de resistência doso 
lo, estando os resultados desta comparaçao dados na tabela IV. 20. 
Como pode ser visto, todos os modelos numéri 
cos conduzem a tensões da mesma magnitude, indicando novamente 
uma boa concordância. 
Finalmente, como um resultado adicional, a 
figura IV.43 mostra as forças máximas na estaca para cada nível 
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TABELA IV.20 - Tensões de compressao máximas na estaca. 
Resistência TENSÕES MÂXIMAS (MP a) 
do 
Solo (MN) WEAP TTI MEF 
4.5 75.8 80.3 74.0 
6.7 75. 8 80.3 73.9 
8.9 76.5 80.9 73.9 
10.2 77.2 81. 3 73.9 
11. 6 77.2 81. 6 73.9 
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C A P f T U L O V 
CONCLUSÕES 
O modelo numérico para tratamento da não-li-
nearidade dos apoios discretos, desenvolvido no presente traba-
lho, mostrou-se capaz de simular adequadamente as propriedades 
plásticas e viscosas fundamentais dos apoios, tanto em proble-
mas da dinâmica estrutural quanto em problemas de propagação de 
ondas. 
Consequentemente, este trabalho procurou foE 
necer uma ferramenta de análise que possibilitasse a descrição 
de diversos problemas dinâmicos de interação solo-estrutura no 
domínio do tempo, nos quais a estrutura, considerada elástica li 
near, interage com o solo adjacente, nao linear. Tais problemas 
envolvem a modelagem numérica de: 
(i} Relações constitutivas completas do meio adjacente; 
{ii} Caracterização das propriedades plásticas do meio adja-
cente, isto é, a formação de laços de histerese e a 
translação da superfície de escoamento; 
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(iii) Consideração dos efeitos dependentes do tempo, isto é, 
a perda ou ganho progressivo de rigidez ao longo dos e! 
elos de carregamento e a inclusão do comportamento vis-
coso. 
Além disso, alguns comentários específicos 
surgem da análise individual de cada tipo de problema de intera 
ção solo-estrutura apresentado. 
Assim, tratando-se primeiramente da determi-
naçao da resposta dinámica de plataformas marítimas metálicas 
fixas, nas quais o comportamento não-linear se restringe as pr! 
meiras camadas do solo, que é representado por molas não linea-
res, o emprego deste modelo para a descrição da não linearidade 
permite uma caracterização mais adequada deste comportamento, 
pois torna possível a utilização, por exemplo, das curvas PY e 
27 ~ -TZ da norma API , Porem, a determinaçao da resposta dinámica 
no domínio do tempo de plataformas deste tipo, que envolvem um 
número expressivo de graus de liberdade, através da utilização 
de uma formulação incremental-iterativa, que requer atualizações 
e triangularizações sucessivas de rigidez, torna-se inviável em 
casos práticos, restringindo-se somente a solução de modelos sim 
plificados. 
Entretanto, conforme apresentado por EBECKEN
8
~ 
BS, LANDAu7 • 42 • 43 e COUTINHo44 • 45 , esta análise pode ser efetu~ 
da através de um método que empregue uma transformação de coorde 
nadas, como por exemplo, o método de superposição modal. Este 
procedimento reduz acentuadamente o número de equações envolvi-
das, e, associando-se este método a um algoritmo que considera 
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os termos não-lineares da matriz de rigidez como pseudo forças, 
já que a não-linearidade se restringe a uma pequena região do 
domínio, a avaliação do espectro de freqüências do problema de 
autovalor associado só será efetuada uma única vez. 
Por outro lado, sendo as solicitações aJTibie~ 
tais a que estão submetidas este tipo de plataforma, de caráter 
predominantemente aleatório, torna-se mais conveniente, no caso, 
a determinação da resposta permanente no domínio da freqüência, 
considerando os efeitos não-lineares através de técnicas de li-
. _ 85 86 . d l ~ , d nearizaçao, EBECKEN , AYABE , Assim, o mo e o numerico e tra 
tamento da não-linearidade do presente trabalho, pode atuar como 
uma fonte de aferição destas técnicas. 
Quanto ao desempenho da formulação aqui dese~ 
volvida na determinação da resposta dinâmica de placas elásticas 
sobre apoios discretos não-lineares, verificou-se que, como es-
tes apoios estão presentes em todo o domínio, a não-linearidade 
possui uma influência decisiva na solução de problemas deste na 
tureza. 
Desta maneira, a utilização de uma formula-
çao incremental-iterativa torna-se aconselhável. No caso da apl! 
cação apresentada, pode-se dizer que o emprego deste tipo de foE 
mulação conduziu a bons resultados, conseguindo-se com elementos 
finitos baseados na teoria de Kirchhoff resultados semelhantes 
aqueles determinados através de elementos baseados na teoria de 
Mindlin. Em todas as situações apresentadas, a formulação incr~ 
mental-iterativa mostrou-se bastante eficiente, conseguindo so-
luções para os problemas não-lineares com intervalos de tempo da 
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ordem de 10% do período fundamental da estrutura. 
Além disso, procurou-se avaliar as influênc! 
as das propriedades reológicas dos apoios discretos, através da 
consideração da perda progressiva de rigidez dos mesmos, conse-
guindo-se, também, a caracterização de uma situação na qual ob-
servou-se a translação da superfície de escoamento das relações 
constitutivas dos ªPoios discretos. 
Este tipo de aplicação, a determinação dares 
posta dinâmica de placas sobre apoios discretos, póde ser encon-
trada em problemas de fundação de centrais nucleares, sujeitas 
a diversos tipos de solicitações, como por exemplo, cargas de im 
pacto ou de sismos. Na engenharia offshore,problemas desta natu-
reza se encontram no projeto das sapatas de plataformas auto-e!~ 
vatórias, que são, geralmente, cascas poliédricas apoiadas dire-
tamente no solo marinho. 
Quanto a análise da interação solo-estrutura 
em estacas isoladas, no contexto da dinâmica estrutural, o empr~ 
go do Método dos. Elementos Finitos possui a vantagem de unificar 
os problemas de comportamento axial e lateral. Isto pode ser me-
lhor compreendido se considera-se, por exemplo, uma estaca repr~ 
sentada por elementos de treliça e apoios discretos na direção 
axial, simulando o solo, no caso de um carregamento nesta dire-
çao, ou uma estaca modelada por elementos de pórtico e apoios na 
direção axial e transversal, quando o carregamento for transver-
sal à estaca. 
Para estacas submetidas a carregamentos dinâ-
micos laterais, existem diversos trabalhos, como por exemplo, 
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87 - -EBECKEN , que, atraves da comparaçao entre soluçoes nas quais 
a estaca e o solo são siJllulados por meio de elementos finitos 
bidimensionais ou tridimensionais, com soluções empregando-se 
elementos de barra para a estaca e molas não-.lineares para o SQ 
lo, indicam que esta última aproximação conduz a resultados se-
melhantes aqueles determinados através da aproximação mais refi 
nada, com uma maior eficiência computacional. 
Recentemente, surgiram trabalhos relacionados 
a análise dinâmica de estacas submetidas a carregamentos axiais 




Assim, as comparaçoes existentes entre este 
tipo de aproximação e aquela que se vale de elementos de barra 
e molas, também tem indicado resultados satisfatórios do ponto 
de vista da prática da engenharia. 
Desta forma, o emprego de aproximações sim-
ples para a análise dinâmica de estacas isoladas tem conduzido, 
de maneira geral, a bons resultados, considerando-se as limita-
ções próprias a este tipo de siJllulação. 
Entretanto, deve-se salientar que, a solução 
de problemas desta natureza através de aproximações bidimensio-
nais ou até mesmo tridimensionais, apesar de muito mais custo-
sas do ponto de vista prático, fornecem urna ferramenta muito PQ 
derosa para urna melhor compreensão dos fenômenos envolvidos na 
interação dos dois meios distintos, a estaca e o solo. 
Em relação aos problemas de propagaçao de on 
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das, representados no presente trabalho por aplicações a crava-
ção de estacas, pode-se dizer primeiramente que, o emprego do 
Método dos Elementos Finitos na solução de problemas desta natu 
reza é extremamente atraente. Possibilitando. sem dificuldades 
maiores, a análise de golpes sucessivos do bate-estacas, a de-
terminação da penetração da estaca através da avaliação de seu 
deslocamento permanente, e, a modelagem do solo, da estaca e do 
martelo de cravação de uma maneira mais adequada. 
Assim, a formulação incremental-iterativa im 
plícita para a integração passo à passo das equações não-linea-
res de movimento mostrou-se, nos exemplos apresentados, muito e 
ficaz, conduzindo a soluções satisfatórias empregando, devido 
principalmente a suas características de estabilidade e as pro-
priedades topológicas de problema em questão, intervalos de te~ 
poda ordem de até três vezes aqueles recomendados por formula-
ções clássicas do tipo de SMITH 33 Mas, conforme sugerido por 
SUTOPo
75
, para problemas lineares, a utilização de algorítmo mi~ 
tos, do tipo implícito-explícito pode fornecer uma alternativa 
ainda mais atraente, apesar de ainda se encontrar sem comprova-
ção prática. 
Por outro lado, o emprego do Método dos Ele-
mentos Finitos na solução desta classe de problemas pode favor~ 
cer o estudo de diversos fenômenos ainda pouco conhecidos, tais 
como, o comportamento do solo durante a cravação, através da ut! 
lização de elementos finitos bidimensionais ou mesmo tridimensio 
. d l - d t 71,76 'd -nais para a mo e açao o erreno, SMITH , a consi eraçao na 
análise dinàmica, do solo que penetra no interior de estacas tu 




, ou por massas e molas representando o solo no in 
terior da estaca, HEREEMA89 , ou de problemas de estabilidade di 
nâmica decorrentes da consideração da não-linearidade geométri-
ca da estaca e da natureza não-conservativa da reação do solo, 
FISHER
90 , BURGUEss 91 , SMITH92 , efeitos extremamente importantes 
na cravação de condutores curvos para a produção de petróleo. 
Finalmente, a utilização do modelo numérico 
para o tratamento da não-linearidade desenvolvido no presente 
trabalho, fornece ainda, devido a sua capacidade de representar 
as propriedades plásticas de qualquer relação constitutiva sim~ 
tricaem relação à origem, uma ferramenta poderosa na pesquisa 
das relações constitutivas adequadas para solos calcáreos, que 
sao encontrados em largas extensões da plataforma continental 
brasileira. Isto pode ser feito através do estabelecimento de 
correlações entre resultados obtidos experimentalmente ou colhi-
dos diretamente no local de instalação das estacas, com aqueles 
determinados numericamente. Mais precisamente, em relação as c~ 
racterísticas dos solos calcáreos durante a cravação, existem 
diversas plataformas instaladas no Brasil, em solos deste tipo, 
principalmente no Nordeste, MEDEIROS Jr.
81 , cujas estacas tive-
ram suas instalações instrumentadas segundo técnicas que se va-
1 d . ~ . d - d d 77 . em os pr1nc1p1os e propagaçao e on as, NIYAMA , as quais 
podem fornecer um excelente banco de dados para o estabelecime~ 
to de correlações, possibilitando um estudo efetivo dos proble-
mas desta natureza. 
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A P Ê N D I C E I 
DEFINIÇÃO DO CARREGAMENTO APLICADO 
No presente trabalho, a excitação dinâmica 
de um sistema estrutural pode ser definida de duas formas dis-
tintas. Primeiramente, por meio de velocidades prescritas no 
instante inicial a diferentes nós do sistema estrutural, que é 
uma forma de se representar cargas de impacto. Em seguida, atra 
vés de um carregamento transiente, expresso por uma função for-
ça x tempo. 
i} - Veloeidade Inieial P~e~efÚ~a. 
Impõe-se para t = O, uma velocidade em al-
guns (ou todos} os nos da estrutura, ou seja, 
o· 
li= V ( 1) 
onde v e o vetor de velocidades prescritas. 
Assim, a equaçao (II-2) escrita para t = O 
torna-se: 
M•ºÜ + C•v = ºR (2) 
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Come o vetor de velocidades é conhecido e as 
sumindo-se que no instante inicial não existiam cargas aplica-
das (ºR =o), tem-se; 
o·· M• u + C•v = O ( 3) 
o que inplica na determinação das acelerações iniciais corres-
pondentes às velocidades prescritas de forma que o equilíbrio 
dinâmico seja satisfeito no instante inicial. 
ii) - Ca~ga T~anJ{ente. 
A forma mais geral de um carregamento dinâm! 
co é aquela em que existem cargas atuantes em cada grau de li-
berdade da estrutura e variando de maneira diversa com o tempo. 
Porém, o caso mais freqüente consiste num carregamento dinâmico 
obtido pela soma de diversas parcelas, formadas por um grupo de 
graus de liberdade associados à uma mesma função. 
mas 
Neste trabalho, da mesma forma que os siste-
DINAP83 e LORANE-DINA31 permite que o vetor de cargas tran-
t+i'>t t+<'>tp sientes R seja obtido pela soma de n parcelas -k· Assim, 
tem-se: 
n 
,; sk t+t>tP 
k=l -k 
( 4) 
sendo Sk um fator que indica a proporçao de cada parcela utili-
zada na composição do vetor t+i'>tR. 
As parcelas ~k poderão ser especificadas por: 
j = 1,2, ... n9 de graus de liberdade 
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T. a defasagem no 
J 
tempo. 
f .. t i(k) .f.(k) Estes coe 1 cien es A. e T . sao asso-
J J 
ciados a cada grau de liberdade j e são identificados pelas va-
riáveis i(k) e .f.(k) respectivamente, podendo também, serem refe 
renciados por mais de uma parcela ~k· 
Fm(k) (t, ,) é uma função do tempo, cujo valor é 
obtido por interpolação linear dos pontos fornecidos. 
Analogamente aos coeficientes A.i(k) e ,_.f.(kl, 
J J 
cada função é identificada pela variável m(k), podendo portanto, 
ser referenciada por mais de uma parcela. 
